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Vanajan hiihtaja

Mies seisoo keskella Vanajavetta. On siis talvi, ja
koko valtava jarvi on jaassa. Niin, tima mies seisoo keskel-
14 avarinta Vanajanselkaa Kalvolan, Hattulan ja Valkeakos-
ken kuntien rajalla sijaitsevassa saaressa; jalassa hanella on
sukset ja selassa teodoliitti eli sellainen koje, jolla mitataan
kulmia maastossa. Ja ehkéa vahan nakkileipaa muonituk-
seen.

Mies lahtee liikkeelle ja hiihtaa pitkilla metsasuksil-
laan 100 taytta suksenmittaa kohtisuoraan léanteen pain,
kunnes pysahtyy. Han pystyttaa teodoliittinsa ja maarittaa
edestapain suunnan, joka on kymmenen astetta eli 11,11...
goonial) hanen asken kulkemastaan suunnasta vasemmal-
le. Tastd suunnasta héan ottaa kiintopisteen, ja kulkee sita
kohti jalleen 100 suksenmittaa. Teodoliittinsa avulla han ot-
taa uuden suunnan: 20 astetta edellisesté suunnasta vasem-
malle. Han siis kaksinkertaistaa edellisen suunnanmuutok-
sen, ja hiihtda jo tutuksi tulleen matkan, tarkasti suoraa lin-
jaa noudattaen. Nain miehemme jatkaa, kaantyen aina va-
semmalle kaksi kertaa edellisen kdannoksen verran ja sitten
hiihtden aina saman matkan.

Kaannokset, jotka mies tekee, muodostavat siis jo-
non: 10, 20, 40, 80, 160, jne. Kysymys kuuluu: minne ih-
meeseen mies paatyy? Tampereelle vai Hameenlinnaan?
Tilanne olisi toki yksinkertaisempi, mikali ensimmaéinen kul-
manmuutos olisi ollut 45. Silloin matka kavisi seuraavan na-
koista rataa pitkin luoteeseen (Nokialle):

Tehtavassamme mies kuitenkin naantyy nalkaan el-
lei ymmaérra lopettaa. Nain retki etenee:
<

C

Kuvio on rekursiivista prosessia kuvaava tasokayra.
Kuvaajan perusteella nayttaisi neljagnkymmenen asteen
kaannoksen jalkeen prosessissa toistuvan eras jakso loput-
tomasti. Kulmajonon jaksojen toisiaan vastaavien jasenten
arvo modulo 360 on siis sama. My6s muilla astelukemilla il-
menee reitissa tavalla tai toisella geometrisesti jaksollista ke-
hitysta, mutta milla tavalla astelukema tarkalleen ottaen vai-
kuttaa geometrisen kuvion laatuun saant6a toistettaessa?
Esimerkkeja:

9°(F 15° //F
(<<K< M A

Seepia julistaakin lukijoilleen kilpailun, jossa tehta-
va on seuraava: Selvita, milla perusteilla geometrien kuvio
riippuu annetun kulman kokonaislukusuhteista (esim.
9/360, 10/360). Kaikki vastaukset huomioidaan, ja paras
ehdotus palkitaan vaelluskompassilla.

Aapo Ahola

1) Maanmittaajat jakavat ympyréan neljaansataan gooniin (g).
Suorassakulmassa on talléin “looginen” maara kulmayksikkoja,
100g.
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Sienisolut

Sienikunta on laaja elidlaji-
en ryhma: se sisaltaa niin kaikille
tutut perinteiset sienet kuten tatit,
rouskut ja haarakkaat, mutta
myos useita muita kaaria®. Sieniin
kuuluvat myds mm. homeet, hii-
vat? ja limasienet. Jakalat puoles-
taan ovat sienen ja levan symbi-
ooseja... Tutkijat eivat viela tana
paivanakaan ole yhta mielta sien-
ten luokittelusta, ja sienten, proto-
kistien, elainten ja kasvien erotta-
minen toisistaan on joissakin ta-
pauksissa hyvin ongelmallista.

Kaikilla sienilla katsotaan
kuitenkin olevan joitakin yhteisia
piirteita. Sienet ovat heterotrofisia
eli toisenvaraisia. Ne kayttavat ym-
pariston ravinteita hyoddykseen,
mutta eivat syd saalistaan kuten
elaimet, vaan erittavat ruoansula-
tusentsyymeja ymparilleen. Sienet
ovat usein lahottajia, loisia tai sym-
biontteja. Sienet lisdantyvat itidis-
ta joko suvullisesti tai suvuttomas-
ti. Niiden perusrakenne koostuu ta-
vallisesti hyyfien eli sienirihmojen
muodostamasta rihmastosta. Sie-
nisoluilla on soluseina, joka on
useimmiten Kitiinia. Liséksi solu-
jen tumat ja kromosomit ovat erit-
tain pienia.

Sienisoluja on monenlaisia,
vaikka erilaisten solujen kirjo yh-
dessa yksilosséa onkin suppeampi

1) Kaari on kasvikunnan luokituksessa
kaytettava paaryhma. Elainkunnassa sita
vastaa paajakso.

2) On kiistanalaista ovatko hiivat al-
kueliémaisi& sieni& vai sienimaisia alkueli-
oita.

kuin monimutkaisemmilla eligilla.
Sienten toiminnallisena yksikkéna
on tavallisesti hyyfi. Hyyfeissa on
usein monta tumaa, eika se jakau-
du selkeasti soluihin. Hyyfin voi-
daan ajatella olevan eraanlainen
useiden solujen yhteensulautuma.
Toisaalta esim. hiivat ovat usein
yksisoluisia ja eraét rihmamaiset
sienet jakautuvat selvasti soluihin.
Sienisolut ovat aitotumallisia ja sie-
nilla on seka haploidinen etta dip-
loidinen vaihe.

Hyyfien muoto ja koko
vaihtelee suuresti hyyfin sijainnin
ja tehtavien mukaan. Lajien vali-
set erot ovat kuitenkin selvia. Tyy-
pillisen hyyfin koko vaihtelee 3-
12um valilla. Hyyfeja erottaa toisis-
taan solusein&. Korkeampien sien-
ten® hyvfit jakautuvat osastoihin.
Osastojen koko vaihtelee 25-

Kuva 1: Taulakddpd on kouvua lahottava sieni, jonka monivuotisia itibemid on kdytetty mm. tulen
tekemiseen.Keskikokoinen taulakddpd tuottaa kevddlld noin 600 000 itiGtd sekunnissa.

75um valilla. Rihmaston kérjessa
on usein muita 5-10 kertaa suu-
rempi karked kohti suippeneva
hyyfi.

Ascomycota- eli kotelosien-
ten rihmoissa on usein monta ta-
vallisesti, ja karkihyyfi sisaltaa
usein 5-15 kertaa enemmén tumia
kuin muut hyyfit. Poikkeuksen
muodostaa lahko Saccharomyce-
tales (hiivasienet), jotka esiintyvat
yleisimmin yksittéisina silmikoitu-
malla liséantyvina soluina. Basi-
diomyceteiden rihmoissa on usein
yksi tai kaksi tumaa, riippuen rih-
mojen sijainnista.

Sienten tumat ovat pienia
(1-2um) verrattuna elainten ja kas-
vien tumiin, eika niissa ole paljon

3) nimityksellé tarkoitetaan kaaria Asco-
mycota (kotelosienet) ja Basidiomycota
(kantasienet).
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kromosomeja. Tama tekee niiden
tutkimisen vaikeaksi, vaikka geeni-
en maara on pienehko. Sienisolu-
jen DNA on yleensa kiertyneena
neljan histonin muodostaman ryh-
man ymparille. Histonien
aminohappokoostumus eroaa jon-
kun verran kasvien ja elainten vas-
taavasta. Erityisesti sienisoluille on
tyypillista nukleosomien valinen ly-
hyt etéisyys. Erailla sienilla on osoi-
tettu olevan myos vahaisia maaria
kromosomeihin liittymatonta
DNA:ta.

Sienten DNA:ssa on vain
vahan toistuvia jaksoja - yleensa
vadhemman kuin 10%. Useilla ni-
sakkailla vastaava osamaara on
30%. Useimmat toistot lienevat
geeneissa, jotka  koodaavat
rRNA:ta. Introneja on sienien
DNA:ssa yleensa vahemman ja ne
ovat lyhyempia kuin kehittyneem-
missa soluissa.

Sienisolut sisaltavat mito-
kondrioita kuten eldinsolutkin.
Néma eivét kuitenkaan ole solun
selviytymisen kannalta aina valtta-
mattémia, silla useat sienisolut sel-
vidvéat anaerobisissa olosuhteissa,
tosin kasvaen hitaammin. Mito-
kondrioiden maéara vaihtelee huo-
mattavasti kuten kasvi- ja elainso-
luillakin. Mitokondrioiden kokokin
vaihtelee suuresti: solussa saattaa
olla esimerkiksi viisi isoa haaroit-
tunutta mitokondriota tai 20 pien-
ta yksittaista mitokondriota. Sie-
nisolujen mitokondrioissa on run-
saasti mtDNA:ta”, usein jopa kol-
me kertaa enemman kuin ihmisel-
1a. mtDNA:n vastuulla on sienten
mitokondrioissa, enemman asioi-
ta kuin varsin yksinkertaisissa ni-
sakkaiden mitokondrioissa - nisak-
kailla vastaavat tehtavat hoitaa tu-
man DNA. mtDNA voi mitokon-
drioiden lukumaéréan vuoksi muo-
dostaa jopa 5-25% sienisolun
DNA:sta.

4) mtDNA eli mitokondrio DNA. Mitokon-

driot sisaltavéat perintétekijoita, joita ne tar-
vitsevat toiminnassaan.

© Michael Wood

Kuva 2: Limakkosienen keskenkasvuisia itibemic

Bakteerisoluissa yleiset plas-
midit ovat harvinaisia sienisoluis-
sa. Niita on tavattu joillakin lajeil-
la, mutta on epaselvaé osallistuvat-
ko ne isantasolunsa toimintaan.
On esitetty, etta sienten plasmidit
ovat vain DNA:n kappaleita, jotka
vain pyrkivat monistamaan itse-
aan ilman ettéd ne edesauttaisivat
sientd mitenk&aan.

Sienisolut - kuten Kkaikki
muutkin solut - kérsivat viruksista.
Sienivirukset  sisaltavat  usein
dsRNA”:ta ja ovat muodoltaan iso-
metrisia eli suunnilleen pallomai-
sia. Virusten yleisyys vaihtelee la-
jeittain, joidenkin lajien melkein jo-
kaisessa yksilossa on virus, toisilla
viruksia ei ole havaittu. Sieniviruk-
set eivat tartu helposti, ja sienten
valinen tartunta vaatii usein proto-
plastin. Useille sieniviruksille on
myos tyypillista, ettd dsSRNA-mole-
kyylit ovat omissa erillisissa kapse-
leissaan eivatka yhdessa vaipan
suojaamassa Kkapselissa. Sienivi-
rukset eivat useinkaan ole kovin
vaarallisia sienille, vaikka joitakin
poikkeuksiakin on. Niinpa viruksia
onkin havaittu enimmékseen eri-

5) dsRNA (double stranded RNA) kaksi-
juosteinen RNA.

tyisissa tutkimuksissa. Sienisoluis-
sa esiintyy myds jonkin verran va-
paita dsRNA-molekyyleja, joilla ei
ole suojanaa minkaanlaista vaip-
paa ja kayttaytyvat usein virusmai-
sesti, vaikkakin aiheuttaen véahem-
man haittaa kuin varsinaiset viruk-
set.

Solut pyrkivat varastoi-
maan toiminnalleen tarkeité ainei-
ta, silléa solun ymparilla on harvoin
riittavasti kaikkia mita se tarvitsisi.
Sienisolut sisaltavat suuria maéaria
hiilta, jota ne pyrkivét varastoi-
maan monin tavoin. Sienisolut sai-
lyttavat hiilta usein lipideissa, ras-
vakuplissa ja glykogeenina. Glyko-
geeni on soluissa liukenemattomi-
na makromolekyyleina. Glykogee-
ni voi olla jopa 10% solun kuiva-
painosta. Hiiltd  varastoidaan
myo6s pienimolekyylisiin yhdistei-
siin. Monosakkaridit ovat sie-
nisoluissa harvinaisia, ja selvasti
yleisin yhdiste on pienimolekyyli-
nen sokeri trehaloosi. My6s manni-
toli ja arabitoli seka muut moniar-
voiset alkoholit ovat tyypillisia va-
rastoaineita. Trehaloosi ja moniar-
voiset alkoholit muodostavat
usein solun kuivapainosta jopa
15%. Pienimolekyylisia yhdisteita

4
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Kuva 3: Hyyfin rakenne

mitokondrio

plasmamembraani

Golgin laite

varastoidaan usein tiettyja tehta-
via varten kun taas isomolekyyli-
set ovat usein materiaalivarastoja.
Monet sienet varastoivat useiden
protokistien tavoin fosforia poly-
fosfaattiina erityisiin jyvasiin.
Solujen ymparilla on puoli-
lapaiseva solukalvo. Sienisolujen
solukalvon rakennetta ei tunneta

A ———

Kuva 4: Kokoaiskantisten (Holobasidimycetidae) alaluokkaan kuulua myrkyllinen

kovin hyvin, mutta sen paaraken-
nusaineena on ergosteroli, kun
taas elaimilla se on kolesteroli.
Solukalvon ulkopuolella on po-
lysakkarideja kuten galaktaania.
Sienilla kuten kasveillakin
on soluseinat. Hyyfin seindma ra-
kentuu yleensa Kitiinista, mutta
useimmilla Oomycota- eli mu-

Amanita virosa, joka kasvaa yhdysvaltojen itdosissa.

POO [PRUIIN ©

nasienillé se on selluloosaa. Kitiini
on lineaarinen polymeeri, joka tun-
netaan myos hyonteisten tukira-
kenteiden rakennusmateriaalina.
Hyyfien seindmien rakenne on
usein monimutkainen, ja seinamat
sisaltavat usein muitakin polymee-
reja. Seinaman vahvuus perustuu-
kin useimmiten komposiittiraken-
teeseen tai molekyylikuitujen omi-
naisuuksiin. Hyyfien seinien raken-
ne vaihtelee suuresti niiden sijain-
nin ja tehtavan mukaan. Monesti
pitkalle kehittyneiden seinien ulko-
puolella on viela erillinen ulkosei-
na. Sienisolujen seinissa on usein
myos jonkun verran lipideja, ja joil-
lakin sienillda melaniineja, jotka
suojaavat soluja mikrobeilta.

Korkeampien sienilla on
usein hyyfien seinissa aukko, jon-
ka kautta voi joskus siirtya hyyfista
toiseen soluliman liséksi tumia.
Aukkojen laheisyydessa on usein
ns. Woronin kappaleita®, jotka
siirtyvat tukkimaan aukon, jos vie-
reinen hyyfi on vioittunut.

Sienisolut ovat oma selvasti
erillinen ja mielenkiintoinen ryh-
méansa muiden solutyyppien jou-
kossa. Ne eroavat selkeasti muista
aitotumallisista soluista muodosta-
en valimuodon kasvien, eldinten
ja protokistien valille. Sienten tutki-
mus ja tuntemus on mullistunut vii-
mevuosikymmeninad mikrobiolo-
gian kehityksen myota. Niiden tun-
temus kaynee tulevaisuudessa
yha tarkeammaksi geenitekniikan
edistyessa.

Einar Karttunen

Kirjallisuutta

Hirkkonen, Marja; UkKola, Tarja;
Helsingin yliopiston kasvitieteen monisteita
162 — Sienten rakenteen ja systematiikan
pddpiirteitd. Yliopistopaino, Helsinki 1998
Hirkkonen, Marja; Koponen, Hilkka;
Renvall, Pertti; Stenroos, Soili; Helsingin
yliopiston kasvitieteen monisteita 120 —
Sienitieteen perusteet. Yliopistopaino,
Helsinki 1990

Carlile, Michael J.; Watkinson, Sarah
C.; The Fungi. Academic press, Iso-
Britannia, Bath 1997

6) englanniksi Woronin body.
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Kiertoratamekaniikka on
mekaniikan ala, joka tarkastelee
kappaleiden liikkeitéa gravitaatio-
voimien vaikutusten alaisina. Tés-
sa artikkelissa tarkastellaan aihetta
satelliittien ja avaruusalusten nako-
kulmasta.

Avaruudessa kappaleisiin
ei vaikuta muita kuin gravitaatios-
ta johtuvia voimia, silla valiainetta
ja siten ollen vastusta ei kaytannds-
sa ole. Taman takia liike avaruu-
dessa on hyvin lainalaista ja siksi
kohtuullisen helppoa tarkastella,
jos kappaleita on wvain kaksi.
Useamman kappaleen systeemeis-
sd matemaattinen tarkastelu on
erittain vaikeaa, jollei jopa mahdo-
tonta. Satelliittien kohdalla tata on-
gelmaa ei kuitenkaan ole, koska
ongelmat kasittelevat yleensa satel-
liitteja kiertoradalla, jolloin Aurin-
gon ja muiden taivaankappalei-
den vaikutusta ei juuri tarvitse huo-
mioida.

Avaruusalukset  liikkuvat
avaruudessa siis tiettyja ratoja pit-
kin, jotka Keplerin ensimmaisen
lain mukaan ovat ellipseja (ympy-
ré on ellipsin erikoistapaus). Jotta
aluksen kiertorata saataisiin maari-

tettya, on tunnettava radasta kuusi
ns. rataelementtia: isoakselin puoli-
kas, eksentrisyys, inklinaatio, nou-
sevan solmun pituus, perigeumin
argumentti seka perigeumaika.

Isoakselin puolikas on puo-
let rataellipsin isoakselin pituudes-
ta. Eksentrisyys on lukuarvo, joka
saadaan, kun rataellipsin polttopis-
teiden vélimatka jaetaan isoakse-
lin pituudella. Tama luku maaraa
radan muodon. Ympyraradalla ek-
sentrisyys on nolla. Inklinaatio on
kiertoradan ja kierrettavan kappa-
leen ekvaattoritason valinen kul-
ma. Nouseva solmu on Kkiertora-
dan piste, jossa satelliitti nousee ra-
dallaan Maan ekvaattoritason poh-
joispuolelle. Vastaavasti laskeva
solmu on piste, jossa siirrytaan ete-
lapuolelle. Nousevan solmun pi-
tuus on nollapituuspiirin ja solmun
vélinen kulma.

Perigeum on ellipsiradan
piste, joka on lahimpéna Maata.
Aurinkoa Kkierrettaessa vastaava
piste on nimeltaén periheli. Kauim-
mainen piste on nimeltdén apo-
geum (apheli). Perigeumin argu-
mentti on perigeumin ja nouse-
van solmun valinen kulma. Peri-
geumaika on hetki, jolloin satelliitti
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ohittaa perigeuminsa.

Naiden rataelementtien
avulla voidaan edelleen laskea ra-
dan apogeum- ja perigeumetaisyy-
det seka maarittaa aluksen tarkka
paikka radalla. Naita tietoja voi-

-

Kuva 2: Kuva, jossa Maapallo on harmaa ympyrd, on
kuvattu kohtisuoraan ratatasoa vasten. Toinen kuva on
kolmiulotteinen. Kumpikin kuva esittdd samaa rataa.
Merkkien selitykset: A = apogeum, B = perigeum,

C = laskeva solmu, D = nouseva solmu,

E = nollapituuspiiri, Q = nousevan solmun pituus,

® = perigeumin argumentti, 1 = inklinaatio.
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daan kayttaa siirtymaratojen, lau-
kaisu- ja laskeutumisikkunoiden
sekéa kohtaamisaikojen maarittami-
seen. Seuraavassa johdetaan joita-
kin peruskaavoja lahtien liikkeelle
tutuista mekaniikan laeista.

Kauniita kaavoja

Newtonin ensimmaisen
lain mukaan kappale jatkaa suora-
viivaista liikettd, mikali siihen ei
vaikuta voimia. Ympyraradalla
kiertadvaan kappaleeseen vaikut-
taa siis jokin voima, joka vetda
kappaletta pois suoralta radalta.
Kiertoratamekaniikan kohdalla ky-
seessa on gravitaatio, jonka suu-
ruus saadaan Newtonin gravitaa-
tiolaista. Tama voima aiheuttaa
kappaleeseen  keskeiskiihtyvyy-
den, joka on siis yhta suuri kuin
normaalikiihtyvyys ympyraradal-
la. Naista voidaan ratkaista no-
peudeksi r-sateisella ympyraradal-
la M-massaisen kappaleen ympa-

rilla:
b= M
r

Kaavassa ei oteta huomi-
oon satelliitin massaa, koska se on
kierretavaan taivaankappalee-
seen, esim. Maahan, verrattuna
merkityksetdn, jolloin se ei aiheuta
mainittavaa muutosta Maan liiketi-
lassa.

(1)

Kulmaliikeméaaran sailymi-
sen periaatteen perusteella ellipsi-
radalla kappaleen kulmaliikkemaé-
ra on joka hetkella vakio eli
L =muv,r =vakio [3 s.64]. Radan
kahdelle mielivaltaiselle pisteelle
voidaan siis kirjoittaa
MU'y = MU, , mista massat su-
pistuvat. Jos naiksi kahdeksi pis-
teeksi maarataan perigeum ja apo-
geum, voidaan kirjoittaa
r,v, =10, missa alaindeksi p tar-
koittaa perigeumia ja a apo-
geumia [1].

Energian sailymislain mu-
kaan kappaleen liike-energian ja
potentiaalienergian summa on va-
kio. Voidaan siis kirjoittaa:

ymM
[

M
Imp? —¥M 1

2 p n, 2

2
mv; -

Taméan yhtalon seka yhteyden
r,v, =10, avulla saadaan ratkais-
tua nopeudet ja sateet ellipsiradan
perigeumissa:

/ 2yMr,
Up: -  Z
r, (r, +r, )

Apogeumissa vastaavat no-
peudet ja séteet saadaan vastaa-
vasti vaihtamalla alaindeksit a:sta
p:ksi ja p:sta a:ksi, mika voidaan
osoittaa johtamalla kyseiset kaa-
vat.

(2)

(3)

Kiertoaika tasaisessa ympy-
raliikkeessa on T = 21r/v. Téahan
sijoittamalla ratanopeuden kaava
(1) saadaan kiertoajaksi

T= 4mer3
\ ™

Tama patee myos ellipsira-
doille, jos sateen tilalla kaytetaan
isoakselin puolikasta a [1]. Ympy-
réradallahan isoakseli a =2r, jol-
loin Ja=r.

(4)

Isoakselin puolikkaan 1a ja
eksentrisyyden e avulla voidaan
laskea perigeumin ja apogeumin
etaisyydet kaavoilla [1]

r =§(1—e) (5)
r, :§(1+e) (6)

Naistd saadaan johdettua
kaava isoakselin puolikkaalle, kun
tunnetaan sateet:

2 2

Naiden avulla paastaan siis
kasiksi kiertoratamekaanisiin on-
gelmiin, jos tiedetaan vain rataele-
mentit.

Avaruuslennon
mekaniikkaa
Kaytéannossa naita kaavoja

kaytetaan ongelmissa, joissa on
selvitettdva nopeudenmuutokset,

NASA

jotka avaruusaluksen on tehtava
siirtyékseen Kkiertoradalta toiselle.
Esimerkiksi matalan kiertoradan
satelliitin on ajoittain korotettava il-
manvastuksen takia madaltunutta
rataansa. Tallin energian kannal-
ta edullisin keino on laittaa satelliit-
ti ellipsiradalle, jonka apogeum on
halutun radan korkeudella. Ensim-
mainen poltto suoritetaan tdman
ns. siirtymaradan perigeum-pis-
teessa. Toinen poltto tarvitaan
apogeum-pisteessa, jotta rata saa-
taisiin uudelleen ympyraradaksi.
Tallaisen tehtavan nopeudenmuu-
tokset eli delta-v:t on helppo las-
kea.

Esimerkki 1:

[SS-avaruusaseman  rata
on ilmakehan ulko-osien vastuk-
sen takia pudonnut ympyraradak-
si 325 km korkeuteen. Tehtavana
on laskea tarvittavat delta-uv:t polt-
toja varten, jotta rata saadaan pa-
lautettua 400 km korkeuteen.

Ratkaisu:

Ratojen sateet eli siirtyméra-
dan perigeum- ja apogeum-pisteet
ovat r=r,=6703140m ja
r,=r, = 6778140 m. Satelliitin no-
peudet alemmalla ja ylemmalla
ympyraradalla saadaan kaavasta
(1): v,=7711 m/s ja v, =7668
m/s. Nopeudet siirtymaradan apo-
geumissa ja perigeumissa saadaan
sijoittamalla kaavaan (2):
v,=7732 m/s ja v,=7647 mfs.
Nain voidaan laskea polttojen
edellyttamat delta-v:t: Av, = v, -
v,=21m/s ja DAv,=v,-v,=

21 m/s. Ensimmaisessa poltossa

Kuva 3:

Hubble-avaruusteleskooppi
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nopeutta on siis kiihdytettava
21 m/s. Taman jalkeen odotetaan
puoli kiertoaikaa, jonka jalkeen toi-
sessa poltossa nopeutta kiihdyte-
taan viela 21 my/s, jolloin ollaan
ympyraradalla 400 km korkeudes-
sa.

Vastaavasti voidaan laskea
tarvittavat delta-v:t, jos halutaan
pudottaa rataa. Talloin arvot ovat
luonnollisesti negatiiviset.

Edella esitelty siirtymara-
dan maéritys on viela hyvin yksin-
kertaista, mutta tehtava vaikeutuu
hieman, jos mukana on aikarajoi-
tus. Talldin otetaan kayttédn ns.
laukaisuikkuna, joka tarkoittaa het-
ked, jolloin poltto on suoritettava,
jotta alus olisi oikeassa paikassa oi-
keaan aikaan. Tama on usein tilan-
ne, kun on laskettava siirtymarato-
ja kahden aluksen valistéd kohtaa-
mista varten.

Esimerkki 2:

Hubble-avaruusteleskoop-
pi kiertdda Maata 750 km kor-
keudella ympyraradalla. Teleskoo-
pin ohjausjarjestelmaa Kkorjaa-
maan léhetetty Endeavour-ava-
ruussukkula on ympyraradalla
350 km korkeudella. Laske tarvitta-
vat poltot seka hetki, jolloin poltto
on suoritettava, jotta Endeavour
saapuisi Hubblen luo. Hetkella
T=0 h 0 min 0 s Endeavour sijait-
see radallaan 40°W pituuspiirin
ylapuolella ja Hubble 10°E ylapuo-
lella. Ratojen inklinaatiot ovat sa-
mat.

Ratkaisu:

Perigeum- ja apogeum-etai-
syydet: r; = r, = 6728140 mjar,
=r, = 7128140 m. Nopeudet ym-
pyréradoilla kaavasta (1): v, =
7697 m/s ja v, = 7479 m/s.
Nopeudet siirtymaradan peri-
geumissa ja apogeumissa kaavas-
ta (2): v, = 7807 m/s ja v, = 7369
m/s. Tarvittavat nopeudenmuutok-
set polttoja varten: Av, = v,-v, =
110 m/s ja Av, = v, — v, = 110
m/s. Nyt on siis saatu tarvittavat
poltot ratkaistua, enaa ratkaistava-
na on ajoitus. Ulomman radan

kiertoaika on kaavalla (4) laskettu-
na T, = 5492 s. Siirtyméaradan
kiertoaika saadaan samasta kaa-
vasta: T, = 5738 s, kun ensin on
laskettu isoakselin puolikas kaaval-
la (7) ja sijoitettu se sateen paikal-
le. Merkitaan t = aika, joka on odo-
tettava ennen polttoa. Voidaan kir-
joittaa:

Aa, + Aa, = oy + A, + Ag,,
missa Ad; ja Ad, ovat sukkulan ja
satelliitin kiertyméat odotuksen ai-
kana, o, satelliitin etumatka alkuti-
lanteessa ja Aa, seké Ay, siirtymi-
sen aikaiset kiertymat, s sukkulalle
ja h hubblelle. Koska kiertyma ym-
pyréradalla a = vt/r, voidaan yhta-
16 kirjoittaa muotoon v,t/r; + T =
51/18 + vyt/r, + ;T 2n/T,, mista
saadaan ratkaistua t = 10692 s.
Poltto on siis aloitettava hetkella
T+10692seliT+2h58 min12s.

Samalla tavoin voidaan
maarittda laskeutumisikkuna, kun
tiedetdén, etta laskeutumispisteen
sadde = maan sade ja kiertoaika =
24 h.

Tassa esitetyt
esimerkit ovat kaikki
hyvin yksinkertaistet-
tuja malleja. Siirty-
méradat on laskettu
ns. Hohmannin siir-
tymaratoina, mika
on kylla energian
kannalta tehokkain
menetelm&, mutta
sen suorittaminen
kestaa puoli kiertoai-
kaa. Tata menetel-
méa kaytetaankin la-
hinna hyvin korkeal-
la lentavien satelliit-
tien ratojen korotuk-
seen. Todellisuudes-
sa kaytetaan ns. no-
peaa siirtymarataa,
jolloin satelliitti saa
ellipsiradan, jonka
apogeum on kohde-
kiertoradan  ulko-
puolella. Talloin jou-
dutaan halutulle kor-
keudelle saavuttaes-
sa suorittamaan pi-
dempi poltto, jotta

saataisiin oikealle radalle. Tama
menetelma siis kuluttaa paljon
polttoainetta, mutta on nopeampi
suorittaa. Erityisen tarkeda tama
on esim. vakoilusatelliitteille, joi-
den on pystyttava muuttamaan ra-
taansa nopeasti.

Toinen yksinkertaistus on
se, ettd tassa on tarkasteltu tasossa
tapahtuvia siirtymia. Namé& muut-
tavat radan muotoa, mutta eivat
sen sijaintia avaruudessa. Kaikki
poltot tapahtuvat samassa tasos-
sa. Kuitenkin esim. inklinaatiota
muutettaessa on suoritettava pois
tasosta suuntatunut poltto joko
nousevan tai laskevan solmun koh-
dalla.

dJari Varje
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Kuva 4: Avaruussukkula Atlantis
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Aritmetilklkaa
cgeometrialla

Kun puhutaan geometrialla
tapahtuvasta aritmetiikasta, tarkoi-
tetaan talléin tietenkin Klassista
harpilla ja viivaimella tapahtuvaa
geometriaa. Jos janojen pituudet
ajatellaan lukuina, niilld voidaan
laskea geometrisesti. Yhteen- ja va-
hennyslasku on helppo toteuttaa
siirtamalla janoja harpin avulla sa-
malle suoralle. Kerto- ja jakolasku
seuraavat yhdenmuotoisuudesta.
Niistéd on hyvéa huomata se, etta nii-
ta ei voida laskea tietamatta yksik-
kojanaa, vaikka tdméa onnistuikin
yhteen- ja vahennyslaskussa. Nai-
den lisaksi voidaan kahden luvun
tulon neliGjuuri laskea geometrises-
ti. Tama perustuu siihen, etté yh-
denmuotoisuuden mukaan %:g,
josta seuraa, etta ab =vh. Yksit-
taisenkin luvun neli¢juuri voidaan
laskea jos tiedetaan yksikkojana.

Piirrettivat
reaaliluvut

Oletetaan, ettd on annettu
yksikkéjana. Reaalilukua x sano-
taan piirrettavaksi, mikali tasta voi-
daan &aarellisella maaralla askelia

muodostaa jana, jonka pituus
on ‘x‘ Edella esitetyista laskutoimi-
tuksista huomaa, etta ainakin kaik-
ki rationaaliluvut ovat piirrettavia.
Tutkitaan, miten piirrettavia luku-
ja voisi saada lisaa, jos oletetaan,
ettéd alussa on kéaytdssa rationaali-
koordinaatit. Ensimmaisessa ta-
pauksessa voidaan piirtaa kaksi
suoraa, ja katsoa missa ne leikkaa-
vat. Talloin syntyy ensimmaisen
asteen yhtalod, jonka ratkaisemi-
seen yhteen- véhennys, kerto- ja
jakolasku riittavat. Jos tutkitaan
ympyran ja suoran tai kahden ym-
pyran leikkauspistetts, saadaan toi-
sen asteen yhtalo. Talloin syntyy
toisen asteen yhtalo, ja tarvitaan li-
saksi myds nelidjuurta. Kun lopul-
ta ollaan generoitu halutut kaksi
pistettd, otetaan néaiden etaisyys
Pythagoraan lauseella. Tahankin
tarvitaan vain yhteen, kerto- ja ja-
kolaskua. Téasta voidaan huoma-
ta, etta itse asiassa edella esitetyt
viisi laskutoimitusta riittavat kaikki-
en piirrettavien lukujen kuvaami-
seen. Ei ole kuitenkaan aivan help-
poa paétella lukua katsomalla voi-
daanko sita esittaa naiden operaa-
tioiden avulla. Esimerkiksi moni-

mutkaisen nakainen luku 3/2 +/5 ,

joka nayttaisi mahdottomalta piir-
taa, onkin itse asiassa vain toisessa
muodossa esitetty kultaisen leik-

kauksen suhde “f , joka on piirre-

tava®. Juuri tata kultaista leikkaus-
tahan kaytettiin Seepian 3. nume-
rossa saannollisen viisikulmion
muodostamiseen.

Kuntalaajennukset

Téaman Kkaltaisten lukujen
kasittelyyn  tarvitaan tietynlaisia
tyokaluja. Kunta on rakenne, jolle
patevat seuraavat, reaalilukujen
aksioomia muistuttavat ehdot:

(1) Kunnan F kaikille alkioille a ja
b on maaritelty a+b ja alb
siten, ettd a+b0F ja alBOF

(2) Kommutatiivisuus: a+b = b+a
ja alb =bld

(3) Assosiatiivisuus:

(atb)+c = b+(a+c) ja
(alb)[d = b[{uld)
1) Pascalin kolmion avulla voidaan laskea

(“f )®, josta saadaan

(1°+302R/5+30B+5/5)/8
=(16+8/5)/8=2++/5. Taman takia

32+«/§:3(%)3:¥

1 b

1 a

TR

ab

Kuva 1: Kerto- ja jakolaskun suorittaminen sekd nelijuuren laskeminen geometrisesti
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(4) Distributiivisuus:
allb+c) = a-b+ald ja
(a+b)-a = a-c+bld

(5) On olemassa alkio (merkitdan
esimerkiksi 0) siten, etta
0+x = x+0 = x kaikilla x.

(6) Jokaiselle alkiolle x on
olemassa kaanteisalkio vy
yhteenlaskun suhteen siten,
etta x+y = y+x =0.

(7) On olemassa alkio (merkitdan
esimerkiksi 1) siten, ettd
1-x = x-1 = x kaikilla x

(8) Jokaiselle alkiolle x # 0 on
olemassa kaanteisalkio vy
kertolaskun suhteen siten, etté
x[ = y¥ = 1. Kuntia ovat
esimerkiksi Q, R ja C.

Jos kunta E sisaltéa kunnan

F, sanotaan kuntaa E kunnan F

kuntalaajennukseksi. Otetaan esi-

merkiksi rationaalilukujen kunta,
ja lisataan siihen V2. Lopputulos
on kunta, jonka alkiot ovat muo-
toa a+b/2, missa a,b0Q. Tama
tayttaa vaadittavat ominaisuudet.

Jos otetaan vastaavalla tavalla

mahdollisimman pieni kunta, joka

sisaltaa %/5, saadaan kunta
a+b§l/§+c|§l/z, missa a,b,cQ.

Tahan tarvittiin kolme komponent-

tia. Naiden komponenttien maa-

raa kutsutaan kuntalaajennuksen
asteeksi, ts. ensimmaisen kuntalaa-

jennuksen aste oli 2 ja toisen 3.

Piirrettavat reaaliluvut ovat selvas-

tikin kunta, silla ne tayttavat anne-

tut vaatimukset. Jos lahdetaan jos-
tain piirrettavien reaalilukujen osa-
kunnasta, kuten rationaaliluvuis-
ta, ovat plus-, miinus-, kerto-, ja ja-
kolasku maariteltyja kunnan sisal-
la. Laajennus voi siis tapahtua ai-
noastaan neliGjuuren ottamisen
yhteydessa. Oletetaan, etta laajen-
nus tehdaan siten, ettd halutaan
pienin kunta, joka sisaltaa edelli-
sen kunnan ja luvun Ja. Tallsin
on kaksi vaihtoehtoa. Jos v/a kuu-
luu jo valmiiksi kuntaan, ei laajen-
nusta tapahdu, joten téta tapausta
ei tarvitse ottaa huomioon. Jos se
ei kuulu, tarvitaan lisda kom-
ponentteja. Jokaista vanhan kun-

nan komponenttia x kohden tay-
tyy uudessa kunnassa olla kaksi
komponenttia: x ja x~/a. Taman ta-
kia laajennuksen aste kaksinker-
taistuu aina tasmalleen silloin, kun
joudutaan ottamaan ei-neliéllisen
luvun nelijuuri. Lopputulos on
se, ettd jos otetaan pienin mahdol-
linen rationaalilukujen kuntalaa-
jennus, johon x sisaltyy, niin x on
piirrettava jos ja vain jos kuntalaa-
jennuksen aste on kakkosen po-
tenssi. Yksi kuntalaajennusten teo-
rian perustuloksista on se, etta jos
otetaan pienin kunta, joka sisaltaa
jonkin tietyn jaottoman kolman-
nen asteen polynomin minka ta-
hansa juuren, on tdman kunnan
laajennuksen aste rationaaliluku-
jen yli 3. Koska 3 ei ole kakkosen
potenssi, saadaan sellainen kaytto-
kelpoinen tulos, etta jos on olemas-
sa kolmannen asteen yhtalo, jolla
ei ole rationaaliratkaisuja, ei sen
mitaan juurta voida piirtaa harpil-
la ja viivaimella. Lahdettéessa ra-
tionaaliluvuista laajennus voi syn-
tya neliGjuuren ottamisen yh-
teydessa. Tama tuplaa kuntalaa-
jennuksen asteen. Lopputulos on
se, etta jos otetaan pienin mahdol-
linen rationaalilukujen kuntalaa-
jennus, johon x sisaltyy, niin x on
piirrettava jos ja vain jos kuntalaa-
jennuksen aste on kakkosen po-
tenssi. Tastd saadaan sellainen
kayttokelpoinen tulos, etté jos kol-
mannen asteen rationaalikertoimi-
sella yhtalolla ei ole rationaalijuu-
ria, sen mikaan juuri ei ole piirretta-
va.

Klassiset ongelmat

Matematiikassa klassisiksi
ongelmiksi kutsutaan kolmea geo-
metrista  konstruktio-ongelmaa:
kuution kahdentamista, kulman ja-
koa kolmeen osaan ja ympyran ne-
lidintia. Suhteessa ongelmien
ikdén onkin yllattavaa, etta niiden
mahdottomaksi todistamiseen tar-
vitaan niinkin uutta matematiikan
haaraa kuin abstraktia algebraa.

Viimenumeron paakirjoi-
tuksessa mainitun legendan mu-

kaan jumalat vaativat, etta kuuti-
on muotoisen alttarin tilavuus pitai-
si kahdentaa. Piti siis muodostaa
vanhan alttarin sivua kayttden uu-
den, tilavuudeltaan kaksinkertai-
sen alttarin sivu. Tahan kreikkalai-
set eivéat kuitenkaan harpilla ja vii-
vaimella tietenkdan pystyneet.
Olkoon alkuperéisen alttarin sivun
pituus yksikkéjana. Talloin yrite-
taén piirtdd luku, joka toteuttaisi
yhtalon x> -2 =0. Talla yhtalolla
ei ole rationaalijuuria, silla mikaéan
mahdollisista vaihtoehdoista (-2, -
1, 1, 2) ei toteuta yhtaléa. Sen juu-
1i }/2 ei siis ole piirrettava luku.

Kulman jako kahteen
osaan on helppoa, mutta kulman
jakaminen kolmeen osaan on tie-
tyissd tapauksissa mahdotonta.
Piirretaan annettu kulma 3a yksik-
koympyraan késittelyn helpottami-
seksi. Kun tiedetaan kulma 3a, tie-
detdan myos cos 3a. Kulma a on
piirrettavissa tasmalleen silloin,
kun cos 0 on piirrettavissa. Nyt
saadaan kolmannen asteen yhta-
16:

cos 30 =4cos® a —3cosa
4x° -3x-t=0
(x=cos a, t =cos 3a)

Jos valitaan 3a =90°, saa-
daan yhtalo 4x° -3x =0, jolle 16y-
tyy piirrettava ratkaisu @ Suora

Kuva 3: Kulman jakaminen kolmeen osaan.
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kulma voidaan siis jakaa kolmeen
osaan. Sen sijaan valinta 3a =60°
antaa yhtalon 8x® —-6x —1=0, jolla
ei ole rationaalisia juuria. 60° kul-
maa ei siis voida jakaa kolmeen
yhta suureen osaan. Tama vasta-
esimerkKi riittaé osoittamaan, etté
yleista tapaa jakaa kulma kolmeen
yhta suureen osaan ei ole.

Suorakulmion nelidinti tar-
koittaa sitda toimenpidetta, kun
muodostetaan nelid, jonka pinta-
ala on sama kuin annetun suora-
kulmion. Téamé voidaan suorittaa
melko helposti, koska tallaisen neli-
On pinta-alahan on sivujen tulojen
nelidjuuri. Ympyran neliéinnissa
on vastaavasti muodostettava ne-
li6, jonka pinta-ala on sama kuin
annetun ympyran. Jos annetun
ympyran sadetta kaytetaan yksik-
kojanana, on ympyran pinta-ala
11, jolloin nelidn sivun pituus on
Jm. Jos luku ~/Tt on piirrettava,
myo6s luku TTon piirrettava. Talléin
kunta, joka sisaltaa luvun Tton n as-
teen kuntalaajennus. Tall6in kui-
tenkin olisi olemassa rationaaliker-
toiminen n asteen polynomi, jon-
ka nollakohta Ttolisi. Tama on risti-
riita, silld 1T on transsendenttinen
luku, mika tarkoittaa sita, ettd ei
ole olemassa mitaan rationaalilu-
kukertoimista polynomia, jonka
nollakohta Ttolisi. Tama voidaan il-
maista, myos siten, etta transsen-
denttisen luvun sisaltavan kunnan
laajennuksen aste on o, joka ei ole
kakkosen potenssi.

Piirrettavat
monikulmiot

Samalla tavalla kuin kul-
man jaossa kolmeen osaan, saan-
nollisten monikulmioiden piirtami-
nen on mahdollista tietyissé eri-
koistapauksissa, mutta yleisessé ta-
pauksessa se ei onnistu. Tassé ta-
pauksessa kasittelyyn tarvitaan li-
saksi Galois'n-teoriaa”, joka tunne-
taan parhaiten siita, etta silla voi-
daan osoittaa se, ettd yli neljannen

2) Evariste Galois (1811 — 1832)

asteen yhtalsille ei ole yleista rat-
kaisukaavaa juurten avulla. Moni-
kulmion konstruoimiseen vaadi-
taan hieman samaan tapaan kuin
kulman jaossa kolmeen osaan lu-
vun coszT" konstruointia, ja
Galois'n-teorian avulla voidaan
osoittaa, ettd pienimman kunnan,
joka sisaltéaé cos2™ laajennuksen

aste on & jossa @(n) on Eulerin

¢@-funktio. @(n) merkitsee niiden lu-
kujen méaaraa, jotka ovat pienem-
pia kuin n, ja niilla ei ole yhteisia te-
kijoita n kanssa. Otetaan esimer-
kiksi @(15). Luvuilla 1, 2, 4, 7, 8,
11, 13 ja 14 ei ole yhteisia tekijoita
15 kanssa, siispa @(15) = 8. Kuten
aikaisemminkin, laajennuksen as-
teen on oltava kakkosen potenssi.
Tassa tapauksessa siis saannolli-
nen n-kulmio (n = 3) on piirretta-
vé, mikéli %" on kakkosen potens-
si. Taman voi ilmaista myos toisel-
la tavalla siten, ettd n-kulmio on
piirrettava, jos sen kakkosesta poik-
keavat tekijat ovat Fermat'n alkulu-

kuja (kuitenkin eri alkulukuja). Fer-
mat'n alkuluvuksi kutsutaan alku-
lukua muotoa 22" +1. N&in ensim-
maiset ei-piirrettavat monikulmiot
ovat 7-, 9-, 11-, 13- ja 14-kulmiot.
Kun n kasvaa, piirrettavien n-kul-
mioiden osuus pienenee. Piirretta-
vid monikulmioita on kuitenkin hy-
vin isoilla n arvoilla, kuten esimer-
kiksi 65537-kulmio (65537 on Fer-
mat'n alkuluku). Tallainen puh-
taan algebrallinen lahestymistapa
ei kuitenkaan kerro itse konstruoin-
nin tapahtumisesta mitaan. Tallai-
sessa tapauksessa tieto, etta
65537-kulmio voidaan konstruoi-
da on varmasti hyodyllisempi kuin
tarkka selitys siita miten se tapah-
tuisi.

Veli Peltola
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LATINA
ava Kuollug kieli

Kutakuinkin keskella Apen-
niinien saappaanmuotoista niemi-
maata kohoavat Tiberjoen varren
seitsemalla kukkulalla modernin
eurooppalaisen suurkaupungin te-
ras- ja betonikolossien varjossa lan-
simaisen sivistyksen kehdon sam-
maloituneet rauniot. Vaikka mei-
dan paiviemme Roomaa kansoit-
taakin keisarin alamaisten sijaan
Maranellon punaisen oriin nimeen
vannovien tifosojen riehakas jouk-
ko, Augustuksen imperiumi on
kahden vuosituhannenkin jalkeen
voimissaan - aikamme gladiaatto-
reita formulakuskeja myoten. “Jo
muinaisten roomalaisten” edesot-
tamuksiin vetoaminen lienee ku-
luneimpia kliseitamme, jota - Jup-
piterin kiitos - kuulee tata nykya
lausuttavan enaa lahinna vitsina.
Fraasissa piilee kuitenkin totuuten-
sa: niin aakkostomme kuin oikeus-
laitoksemme juuret ulottuvat Ikui-
sen kaupungin aamunkoittoon, ja
onpa kirkkommekin monituiset pe-
rinteet omaksuttu pitkalti antiikin
mystiikasta. Kenties vékevimmin
muinainen Rooma elaa nykypaiva-
né kuitenkin latinalaisessa kulttuu-
rissa, joka varittaa likipitaen miljar-

din ihmisen arkea kolmella mante-
reella.

Latina, aikansa lingua fran-
ca, aloitti matkansa maailmankie-
leksi sangen vaatimattomista lahto-
kohdista. Latiumin piskuisen maa-
kunnan kunnianhimoinen asujai-
misto kamppaili kuitenkin histori-
an alkuh&marissa ensin itsensa va-
paaksi pohjoisnaapuriensa etruski-
en ikeen alta ja ryhtyi sitten itse me-
nestyksekkaasti harjoittamaan im-
perialistista ulkopolitiikkaa. “Divi-
de et impera!” -doktriinin henges-
sa Rooman valtakunta levitti lonke-
ronsa Tiberin rannoilta koko tun-
nettuun maailmaan hajottaen vas-
tarinnan ylivoimaisella sotakoneis-
tollaan ja halliten valloittamiaan
provinsseja rautaisin ottein. Pala-
tinus-kukkulalta johdettiin legioo-
nien voimin Kkeisarikuntaa, joka
ulottui laajimmillaan Karthagosta
Kaledoniaan ja Lusitaniasta Lahi-
itdéan. Kansalaiset rajaseutujen bar-
baareja myoéten pantiin  puhu-
maan latinaa, ja ajanlaskumme al-
kaessa pienen Latiumin murre oli
saavuttanut niin Valimeren &aaret
kuin kaukaisen pohjoisen. Vastaa-
vaan ei sittemmin ole kyennyt
kuin muuan germaanissukuinen

kieli, joka ponnisti eréan saarivalta-
kunnan etelaosista siirto-
maasotien tuoksinassa todelliseksi
joka maailmankolkan yleiskielek-
si.

Latina, Euroopan aidinkie-
li, paiskautui keskiajan syoverei-
hin isdnmaansa menettédneena -
imperiumi oli vuosisatojen saatos-
sa hajonnut omaan rappioonsa, ja
olipa itse [kuinen kaupunkikin van-
daalien wvisiitin jaljiltd raunioina.
Latinan kultaisin kausi oli kuopat-
tu jo Caesarin ja Ciceron mukana,
mutta kansainvaellusten jalkeises-
sa taantumuksen feodaali-Euroo-
passa kielenhuolto karsi lopullisen
arvonmenetyksen, ja kielen ransis-
tyminen ryéstaytyi valloilleen. Kan-
san suussa muovautunutta vulgaa-
rilatinaa meidan on kiittaminen sel-
laisista nyttemmin kansalliskieliksi
profiloituneista provinssimurteista
kuin italiasta, espanjasta, portuga-
lista, ranskasta ja romaniasta, joi-
den puristuksessa baskin kaltaiset
todelliset Kielireliikit ovat paaty-
neet taistelemaan elintilasta jopa
terroristien voimin.

Etela-Euroopan viinivaltioi-
den ohella nama latinan perilliset
saavuttivat tukevan jalansijan eten-
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kin Uudella mantereella, jossa 16y-
toretkeilyn suurvallat Espanja ja
Portugali pitivat komentoa vuosi-
satojen ajan. Rio Grandelta Tuli-
maahan ulottuva Latinalainen
Amerikka onkin paitsi paavin
my6s Rooman perinnén vankkaa
tukialuetta, ja kielten kirjoa tayden-
taa itsenaisyyttakin tavoitteleva
Québecin osavaltio Kanadan rans-
kankielisessa kaakkoisosassa.
Némé romaanisten kielten kolme
suurta ovat edustettuina - ainakin
virastoissa - my6s ympari Afrikan
valtavaa mannerta aivan muinai-
sen siirtomaajaon  mukaisesti.
Latinalaisesta Afrikasta ei kuiten-
kaan liene koskaan edes yritetty
puhua - syvalle juurtuneet heimo-
perinteet ovat uhmanneet euroop-
palaista  kulttuuri-imperialismia
Amerikan alkuperéisasutusta me-
nestyksekkadmmin, eivatka sita
paitsi siirtolaiset ole koskaan saa-
vuttaneet enemmist6a minkaan af-
rikkalaisprotektoraattinsa  asujai-
mistosta.

Latinan Kkieli, sellaisena
kuin Klassillisten kielten professorit
suostuvat sen viela isommitta mu-
kinoitta tunnistamaan, sailyi kui-
tenkin lapi keskiajan norsunluutor-
niensa katkoissa katolisen kirkon
piirissa. Katedraaleissa saarnattiin
jaarapaisesti latinaksi ummikkoina
toimitusta seuranneen rahvaan
yrittessa katkea haukotuksensa,
syntisimpien kuorsatessa &anek-
kaasti ja viela uskaliaampien syljes-
kellessa parvelta permannon véen
niskaan - kaunis traditio, josta vas-
ta herra Luther uskonpuhdistaja-
kollegoineen teki lopun. Vaikka
roomalaiskatolisenkin kirkon ruo-
honjuuritaso on sittemmin alkanut
puhua kansalle sen omaa barbaa-
rista kielta, latinistit voinevat vaste-
deskin turvallisin mielin luottaa
Vatikaaniin latinan viimeisena,
vankkumattomana linnakkeena -
iskettadkoon Tahtilippu Kuun ka-
maraan, karytkoon karpaasi koti-
kisoissaan ja jaatykoon Helvetti sy-
vimpia hornankattiloitaan myo-
ten, mutta joulupaivana televisios-

sa paavi puhuu varmasti latinaa.

Keskiajan taittuessa renes-
sanssiksi klassisista kielista klassi-
sin avasi menestystarinansa viimei-
sen suuren luvun uuteen kultakau-
teensa vapautuneen tieteen paris-
sa. Vanhastaan sivistyneiston kiele-
na latina oli ilmeinen valinta myos
tieteellisten julkaisujen kieleksi -
esittipa Isaac Newtonkin aikansa
maailmankuvan pirstoneen paino-
voimateoriansa teoksessaan nimel-
td Philosophiae Naturalis Princi-
pia Mathematica, kavereiden kes-
ken pelkka Principia. Leijonanosa
sellaisista perusluonteisista l6ydok-
sista kuin alkuaineet ja taivaankap-
paleet oli ennatetty nimeta la-
tinalaisittain, ennen kuin englanti
alkoi toissa vuosisadalla vallata
alaa luonnontieteiden terminolo-
giassa. Silti esimerkiksi Amazona-
sin siimeksesséa havaittu uusi nuoli-
myrkkysammakkolaji saa yha uni-
versaalin nimensa perinteita kunni-
oittaen latinaksi.

Vaikka klassinen latina ela-
vana puhekielenda haavoittuikin
kuolettavasti jo barbaarien rynna-
kossa Rooman forumille 400-luvul-
la ja menehtyi viimeistaan kes-
kiajan kynnyksella omaa rappeu-
tuneisuuttaan, on tdma todellinen
kielten Kklassikko valttynyt lopulli-
selta kuljetukselta krematorioon
kunniakkaan elinkaarensa ja erito-
ten postuumien mainetekojensa
ansiosta. Keskella uutta revalvaa-
tiotaan kukoistava latina on esi-
merkillinen elava kuollut kieli - tas-
mennettakdon, etten tarkoita il-
maisulla B-kauhuelokuvista tuttua
zombieta, joka kiertaa ilmeettéma-
nd tienoota kuunvalossa ih-
misaivoja illallisekseen metsasta-
méssa. Latina nimittain elaa vake-
vasti - uuden maailman kulttuuri-
perintva Grimmin saduista Elvik-
seen julkaistaan tuon tuosta ikuisel-
le kielelle kdannettyna, ja onpa
edellédkavija Suomen Yleisradio jo
vuosia toimittanut viikoittaista la-
tinankielista  radiouutislahetysta,
vain modernin latinismin pintaa
raapaistakseni - kuolleenakin, il-

man ainuttakaan aidinkielistéa pu-
hujaa; melkoinen saavutus yli
2700-vuotiaalta veteraanilta!

Sakenoivasta alystaan tun-
nettu, useasti lainattu Yhdysval-
tain entinen varapresidentti Dan
Quayle pahoitteli kerran Latinalai-
sesta Amerikasta palattuaan, ettei
ollut juurikaan paassyt selville pai-
kallisvéeston puheesta - han kun
ei ollut millaan tavoin panostanut
kouluaikoinaan latinan opintoihin-
sa. Vuosikymmenen takainen re-
publikaani-ikoni osui tassa pelotta-
van liki totuutta: latinan taitaja ym-
martanee hyvinkin espanjaa tai
portugalia kuin suomalainen savo-
laista, yksityiskohdat saattavat jaa-
da hamaran peittoon, mutta viesti
tullee kylla perille. Edesmenneen
latinan perikunta, romaaninen
klaani, on maailmamme kielten
voimasuhteissa sangen vahvoilla,
eika peruna niin kauas puusta pu-
toa, etta latinan opiskelu jaisi tay-
sin polyttyneille keisareille ja sivis-
tyssanoille uhratuksi ajaksi.

Kuolleeksijulistamisen  ja
elavaltd hautaamisen sijaan latina
voitaneenkin paastad ansaituille
elakepaiville sellaisten maailman-
kielten legendojen kuin volaptikin
ja esperanton seuraan - naista jal-
kimmaisesta tosin kuulemme vie-
14, mikali maailmassa on tippaa-
kaan oikeudenmukaisuutta. Kaik-
kia yhdistda aktiivinen, globaali
harrastajayhteiso, johon paastak-
seen on opittava kieli. Porkkanak-
si latinaan syventymiseen voi va-
rikkaédn muinaishistorian, sivistys-
sanojen etymologian ymmartami-
sen ja elitistisen kuppikunnan ja-
senyyden ohella tarjota ilmeisinta:
kielitaitoa. Ennen latinan opintoja-
ni en minakaan kuvitellut osaava-
ni sanaakaan retoromaniaa - enaa
en menisi vannomaan.

dJanne L. Kaki

Kirjallisuutta

[1]  Taskutietojdtti, Gummerus 1985.
hakusanat: latina; Newton, Isaac

[2]  Former USA VP Dan Quayle quotes:
http://www.xmission.com/~mwalker/DQ/

[S]  http://www.spiny.com/pope/
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Julian joukot

fraktaaleja kompleksitasolla

Luonnossa esiintyy joka
puolella darimmaisen monimutkai-
sia ja kauniita muotoja, jotka jatku-
vasti toistavat itsedan eri mittakaa-
voissa. Niita l6ytyy niin vuorista ja
meren aalloista, kuin elavasta luon-
nostakin, kuten puiden oksistoista
ja sammalkasvustoista. Viela ih-
meellisempéa on, ettd yksi puh-
taasti matemaattinen lauseke saat-
taa sisaltaa aivan yhta monimut-
kaisia ja kauniita rakenteita.
Rationaalifunktioiden muodosta-
mien dynaamisten systeemien tar-
kastelulla kompleksitasolla ei vai-
kuta olevan mitédan tekemista tai-
teen kanssa, mutta sen jalkeen,
kun ranskalainen matemaatikko
Benoit B. Mandelbrot teki tallaiset
systeemit tunnetuiksi, on niiden ku-
via esiintynyt enemmaén taiteilijoi-
den kuin matemaatikoiden toissa.
Naiden kuvien tuottamiseen kay-
tettdva saantd on niin yksinkertai-
nen, etta kuka tahansa pystyy tieto-
koneellaan tuottamaan niita. Ne
ovat kuitenkin niin monimutkai-
sia, ettd maailmassa tuskin on ke-
taan, joka pystyisi todella ymmar-
tamaan niita. Siksi on kiehtovaa
tarkastella ladhemmin néaiden kuvi-
en taustalla olevaa matematiik-
kaa.

Dynaaminen
systeemi
Dynaamisella  systeemilla

tarkoitetaan muuttuvaa matemaat-
tista tai fysikaalista systeemia, jos-

sa jokainen tila riippuu sita edelta-
vasta tilasta. Jos systeemilla on eril-
lisia perékkaisia tiloja, sité kutsu-
taan diskreetiksi. Talldin systee-
mia voidaan usein kuvata kaaval-
la, joka kertoo, miten edellisesta ti-
lasta saadaan seuraava. Systeemi
voi olla myos jatkuva, jolloin sita
kuvataan yleensé differentiaaliyh-
talolla. Tarkastellaan esimerkiksi
lukujonoa, jolle patee z,,, = f(z,)

=z2. Kun merkitaan lukujonon en-
simmaista jasentd zylla, saadaan
jono z,z, =252, =24,25 =235,...
Lukujonon kayttaytyminen riip-
puu valitusta alkuarvosta z,. Jos
|zo|<1, jono lahestyy nollaa kun n
lahestyy aaretonta. Tata merki-
téén limz, =0. Jos taas |zo|>1,

n- oo

niin limz, =co, ja jos [z,|=1, niin
n- oo

z,|=1kaikille n:n arvoille. Reaalilu-
vuille tallainen kayttaytyminen on
helppoa ymmartad, mutta sama
patee myo6s kompleksiluvuille.
Alkupisteet, joiden pohjalta tuote-
tut lukujonot eivét lahene nollaa ei-
vatka aaretdontd muodostavat siis
kompleksitasolle  origokeskeisen
yksikkoympyran. Tata pistejouk-
koa kutsutaan funktion f Julian jou-
koksi. Merkitsemme sita J(f) Nimi
on annettu ranskalaisen matemaa-
tikon Gaston Julian (1893-1978)
mukaan, joka maaritteli joukon
1918 [6]. Julian joukko voidaan
muodostaa mille tahansa funktiol-
le, jonka maéarittelyjoukko on
sama kuin sen arvojoukko. Tunne-
tuin esimerkki ovat Julian joukot

funktioille muotoa p.(z)=2z” +c,
jonka erikoistapausta ¢=0 &asken
tarkastelimme. Julian ty6toverina
oli Pierre Fatou, jonka mukaan nii-
den pisteiden joukkoa, jotka eivat
kuulu Julian joukkoon, kutsutaan

Fatoun joukoksi.
Tassa artikkelissa kasitel-

14an lahinna muotoa p . (2) =z%+c
olevien funktioiden dJulian joukko-

Kuva 1: Julian joukot funktioille py(z)=2* (ylld)
ja posi(2)=22+0,5i (alla). Kummankin funktion
attraktiivinen kiinted piste on merkitty. Sen
attraktion altaaseen kuuluu Julian joukon
sisddn jadvd alue.
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ja. Jatkossa kaytamme tata merkin-
taa (p,) naille funktioille. Edellises-
sa esimerkissa tarkasteltiin siis
funktiota p,,.

Muutetaan nyt askeista esi-
merkkia siten, etta lisataan z:aan
joka valissa jokin pieni vakio esim.
¢=0,5i. Nyt pienet z:n arvot eivat
enaa lahenekaan nollaa, vaan pis-
tetta, jonka likiarvo on
—0,136+0,393i. (Tama piste on yh-
talon z=z°+0,5i reaaliakselin yla-
puolella oleva ratkaisu) dJulian
joukkokaan ei ole enaa ympyra,
vaan monimutkainen, itsedan tois-
tava fraktaalinen kayra. (ks. kuva
1)

Askeisissa esimerkeissa kay-
tetyn kaltaista laskutoimituksen
toistoa kutsutaan iteroinniksi.
Funktion f n:nnelle iteraatiolle on
kaytossa merkintatapa

f <) = fFf( f(x).))),

missa f esiintyy n kertaa. Merkin-
nélla ei siis ole mitaan tekemista
potenssiin  korottamisen kanssa.
fn  kaanteisfunktiota merkitaan
kayttden funktiolaskimista tuttua
merkintaa f*. Nain voidaan laajen-
taa iteraation kasite kaikille koko-
naisluvuille, kun maaritellaén, etta
=" ja etta f(x)=x Kkaikille
funktioille f. Ilteraatioluvuilla voi-
daan nyt laskea kuten potensseil-
la: fhof ™ =f"" ja (f")" = f"" riip-
pumatta siité, ovatko m ja n nega-
tiivisia vai positiivisia.
Kompleksifunktioiden ite-
roinnin  yhteydessa  puhutaan
usein kiertoradoista. Kompleksi-
tason pisteen z positiivisella kierto-
radalla tarkoitetaan niiden pistei-
den joukkoa, jotka tulevat vastaan
jotakin funktiota iteroitaessa. Mer-
kitsemme positiivista kiertorataa:

O™ (2)={f(2),f* (2),f (2),..}.

Negatiiviseksi kiertoradaksi kutsu-
taan vastaavasti joukkoa:

O (2)={f"(2),f*(2),f*(2),..}.

Negatiivisten ~ kiertoratojen  yh-
teydessa on kuitenkin muistettava,
etta jos funktion aste on suurempi
kuin yksi, on sen kaanteisfunktiol-

Kompleksiluvut lyhyesti

Perinteisessé matematiikassa yhtélélla x2=-1 ei ole ratkaisua. Voimme kuiten-
kin kuvitella sille ratkaisun, vaikka sité ei todellisuudessa olisikaan olemassa. Tata ratkai-
sua kutsutaan imaginaariyksikoksi, ja sita merkitaan i:ll&. Yhtalon toinen ratkaisu on —i.
Imaginaariyksikkoa voidaan kasitella kuten mita tahansa lukua. Nain voidaan laskea
esim. etté v~8 =+/8/~1 =2+/2i. Lukuja, joissa i on tekijana kutsutaan imaginaariluvuik-
si. Imaginaarilukuja ja reaalilukuja voidaan myos laskea yhteen, mutta tallaiset luvut tay-
tyy kuitenkin aina esittaa kahdessa osassa. Lukuja, joissa on seka reaali- etta imaginaa-
riosa kutsutaan kompleksiluvuiksi. Kompleksilukuja ovat esimerkiksi 2-7,4i ja 5,3+i
seké 17 +1+212i.

Kompleksiluvuillakin voidaan laskea, kuten kaikilla luvuilla. Seuraavat peruslas-
kusaannoét on helppo johtaa:

(a+ib) +(c+id) =(a+c)+i(b+d)
(a+ib) = (c+id) =(a—c) +i(b—d)
(a +ib)[k + id) = ac + iad + ibc + bdi?=ac — bd + i(ad + bc)
a+ib _ac+bd . bc—ad
c+id c?+d?  F+d?
Kerto- ja jakolaskussa kaytetaan hyvaksi tietoa, etta 2= —1.

Nykyaan on yleisesti kaytossa Im
tapa esittdéa kompleksiluvut pisteind ns. A
kompleksitasolla, jossa vaakasuuntaan 3i 2,543i
kulkee reaali- ja pystysuuntaan imaginaa-
riakseli. Oikeanpuoleisessa kuvassa na- 2i

kyy luku 2,5 + 3i kompleksitasolle piirret-
tyna. Kompleksitasolle kaytetaan tunnus-
ta C.

i
N

Edella kompleksiluvut on esitetty
kahtena komponenttina. Kompleksiluku ——3~ 2 7
on aina yksikasitteisesti maaritelty, kun
sen reaali- ja imaginaariosat on maaritel- i
ty. Taman lisaksi kaytdssa on toinenkin

tapa maaritella kompleksiluku: itseisar- i
vonsa ja argumenttinsa avulla. Kompleksi-
luvun itseisarvolla tarkoitetaan samaa, 3

kuin reaaliluvuillakin, eli etaisyytta origos-
ta. Kun kompleksiluku on esitetty kom-
ponenttimuodossa, sen itseisarvon laskemiseksi tarvitaan Pythagoraan lausetta:
\a +ib\ =va® +b?. Kuvaan merkityn kompleksiluvun itseisarvo on siis 2,5+3i\ =@. Argu-

mentilla tarkoitetaan vastapaivaan kiertyvaa kulmaa, jonka origosta lukuun piirretty jana
muodostaa positiivisen reaaliakselin kanssa. Kuvassa argumentti on merkitty 6:lla. Argu-
mentin laskemiseksi komponenttimuodosta tarvitaan trigonometriaa:
arg(a +ib) =arctan(b/a). Argumentti ilmoitetaan yleensé radiaaneina. My®és itseisarvo ja
argumentti méaarittelevat kompleksiluvun yksikéasitteisesti. Kompleksiluku z, jonka it-
seisarvo on r ja argumentti 6 on:

z=r cosB+irsin O=re®

Jalkimmainen merkintatapa saattaa nayttaa erikoiselta, mutta se pitaa paikkaan-
sa. Voidaan tosiaan osoittaa, etta yhtalén z =e® ratkaisu on kompleksiluku, jonka itseisar-
vo on yksi ja argumentti 8. Tamé on kaikkein tavallisin tapa ilmaista kompleksiluku po-
laarisessa muodossa. Téasta erikoistapauksena on Leonhard Eulerin (1707-1783) esitta-
ma "matematiikan kaunein kaava”: e™=-1, jossa yhdistyvat hienosti kolme matematii-
kassa ehké kaikkein tarkeinta lukua.

Reaalilukujen yhteydessa puhutaan positiivisesta ja negatiivisesta aarettbmasta.
Kompleksitasolla on kuitenkin vain yksi aareton. Tata havainnollistaa tapa esittéda komp-
leksitaso ns. Riemannin pallona. Alla olevassa kuvassa on esitetty projektio tason ja pal-
lon vélilla. Pallon "pohjoisnavalla” sijaitsee aareton, ja ”etelanavalla” luku 0. Muut pis-
teet projisoidaan pallolle piirtamalla suora &arettémaén, ja tasolla olevan pisteen kautta.
Suora leikkaa pallon projektiopisteessa. Talloin argumentti vastaa itse asiassa pituuspii-
ria. "Péivéantasaajalle” kuvautuu origokeskeinen yksikk6ympyréa. Kompleksitasoa, jossa
aaretén on mukana kutsutaan laajennetuksi kompleksitasoksi, ja merkitaan C.

0
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la useita arvoja. Talléin negatiivi-
nen kiertorata koostuu kaikista
mahdollisista kaanteisfunktioiden
arvoista. Ts. pisteen z negatiivi-
seen Kkirtorataan kuuluvat kaikki
ne pisteet, joiden positiiviseen kier-
torataan z kuuluu.

Jaksolliset pisteet

Kuten edella olevassa esi-
merkissa havaittiin, pisteen O posi-
tiivinen kiertorata funktiota p, ite-
roitaessa pysyy nollassa, silla
Po(0)=0. Yleisesti jos f(z,)=z, jolle-
kin funktiolle f(z), sanotaan z,aa
fin Kkiintedksi pisteeksi. Joillakin
funktioilla on myds ns. jaksollisia
pisteita, eli pisteita joille

zo5f"(2,) (1)

jollekin positiiviselle koko-
naisluvulle n. Talléin voidaan
myOs sanoa pisteen positiivisen
kiertoradan olevan jaksollinen.
Pieninta n:n arvoa, joilla (1) toteu-
tuu kutsutaan kiertoradan jaksok-
si. Kaavasta (1) seuraa myds, etta

(20 =f*"(2,) (2)

Kaikille positiivisille kokonaisluvuil-
le k.

Esimerkiksi kun ¢ toteuttaa
yhtalon (c? +¢)? +¢ =0, eli kun
c=-0,122561+0,744861i, niin

piste 0 kuuluu jaksolliseen sykliin,
jonka jakso on 3:

Kuva 3: Julian joukko funktiolle

p.(z)=22-0,122561+0,744861i. Jaksollinen kiertotara
on merkitty mustilla pisteilld. Julian joukon sisdpuolelle

jddvd alue muodostaa sen attraktion altaan.

flz)

z, 2,

flz)

Zy f (ZE)) z,

Kuva 2: Funktion derivaatan vaikutus kiintedn pisteen (z,) luonteeseen. Ja sen lihelld
sijaitsevan pisteen (z;) positiiviseen kiertorataan.
a: Jos ‘f’(zo)‘ >1, niin f(z{) sijaitsee kauempana zy:sta kuin z;,

b: Jos taas |f'(z,)|<1, niin f(zy) sijaitsee lihempdind zy:aa kuin z,

Huomaa, ettd kuvaajien molemmat akselit ovat reaaliakseleita. Vaaka-akseli kuvaa

funktion argumenttia ja pystyakseli sen arvoa.

pl(0)=-0,122561+0,744861i
p2(0)= -0,662359+0,562280i
p2(0)=0
pi(0)=-0,122561+0,744861i
p?(0)= -0,662359+0,562280i
Jne...

Tama sykli on merkitty ku-
vaan 3.

Pisteita, jotka eivét ole jak-
sollisia, mutta joiden kiertoradat
paatyvét jaksolliseen silmukkaan
aarellisen iteraatiomaéréan jalkeen
kutsutaan esijaksollisiksi. Tallai-
nen on edellisen esimerkin funk-
tiolle esimerkiksi piste 0,122561—
0,744861i. Se on c:n arvon
vastaluku, joten sen nelié on sama
kuin c:n. Jo ensimmaisella iteraa-
tiolla paastaan siis edella esitet-
tyyn sykliin. Lisaa tallaisia pisteita
loydetdan funktion kaanteisfunk-
tiota kayttamalla.

Attraktiiviset ja
repulsiiviset pisteet

Jos iteroitava funktio on jat-
kuva ja derivoituva, on luonnollis-
ta, etté sen kiinteiden pisteiden la-
hettyvilla sijaitsevat pisteet kayttay-
tyvat lahes kiinteén pisteen tavoin.
Se, miten kiertorata poikkeaa kiin-
tean pisteen kieroradasta, riippuu
kyseisen kiintean pisteen luontees-

1) Funktion derivaatta pisteessa z, tarkoit-
taa sen kulmakerrointa tuossa pisteessa.
Sité merkitédan f' (z,).

ta. Joissakin tapauksissa lahelta va-
litun pisteen kiertorata lahenee pik-
kuhiljaa kiinteaa pistetta, eli mita
pidemmialle iteroidaan, sita lahem-
maksi kiertoradan pisteet tulevat
kiinteaa pistetta. Toisissa tapauk-
sissa kiertorata taas etaantyy kiin-
teasta pisteesta. Kiinteita pisteita,
joiden ymparilla kiertoradat kayt-
taytyvat ensin mainitulla tavalla
kutsutaan attraktiivisiksi, ja jalkim-
maisella tavalla kayttaytyvia repul-
siivisiksi. Jos kiertorata ei etaéanny,
eika lahesty kiinteaé pistetta, vaan
pysyy suhteellisesti ottaen samalla
etaisyydelld, sanotaan pisteen ole-
van neutraali. Pisteen luonteen
tarkka maarittdminen edellyttaa
iteroitavan funktion derivaatan las-
kemista kyseisessa pisteessa.

Kompleksifunktio voidaan
derivoida samoin menetelmin
kuin reaalifunktiokin. Sen derivaat-
ta on myds kompleksifunktio, jon-
ka reaali- ja imaginaariosa vastaa-
vat alkuperéisen funktion reaali- ja
imaginaariosien muutosnopeuk-
sia kussakin pisteessa.

Kiinteat pisteet (z,) luokitel-
laan yleensa funktion derivaatan’
(A=f(2,)) perusteella seuraavasti:

Al=0

superattraktiivinen

O<A<l  attraktiivinen
A=l neutraali
‘)\‘>1 repulsiivinen
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Kuva 2 havainnollistaa derivaatan
merkitysta. Myds useamman pis-
teen syklille voidaan maaritella
vastaava ominaisuus. Talloin tar-
kastellaan vastaavasti derivaattaa
)\:(fk)’(zo), missé k on syklin jak-
so. Esimerkiksi attraktiivisen syklin
ymparilla olevien pisteiden kierto-
radat lahenevat syklia siten, etta
joka k:s piste lahenee jotakin tiet-
tya syklin pistetté ts. ne kiertora-
dan pisteet z,, joille n mod k on
sama, lahenevat samaa syklin pis-
tetta.

Attraktiivisille sykleille ja
kiinteille pisteille voidaan méaéaritel-
la ns. attraktion allas. Silla tarkoite-
taan kaikkien niiden pisteiden
joukkoa, joiden kiertoradat lahene-
vét ko. kiinteaa pistetta tai syklia,
kun iteraatioluku lahestyy aareton-
té. Merkitsemme pisteen z, attrakti-
on allasta A(z,). Esimerkiksi kuvas-
sa 1 kiintean pisteen attraktion al-
las on dJulian joukon sisaén jaava
alue.

Alussa tarkastellussa esimer-
kissa Julian joukko oli siis aaretto-
man attraktion altaan reuna:

J(f=0A(w), 2)

missd 0 tarkoittaa reunaviivaa.
Tata maaritelm&a voidaan kuiten-
kin kéayttaa vain funktioille, joille oo
on kiinte& piste. Se voidaan yleis-
taa seuraavasti:

J(f)=0Az,), (3)

missé z, on jokin attraktiivinen kiin-
tea piste.

Kaavan (3) maarittelema
joukko on todellakin riippumaton
kiintean pisteen z, valinnasta. Voi-
daan todellakin osoittaa, ettéd mika-
li funktiolla on useita kiinteita pis-
teita, niiden kaikkien attraktion al-
tailla on yhteinen reuna. Tallainen
Julian joukko on esitetty kuvassa
4,

Koska attraktion altaaseen
ei luonnollisesti voi kuulua attrak-
torin liséksi muita kiinteita tai jak-

2) Tama ei ole Julian joukon alkuperai-
nen maaritelmé, vaikka se lieneekin ylei-
simmin kaytetty. Alkuperainen maaritel-
ma 16ytyy esim. lahteista [1] tai [14]. Se
voidaan osoittaa tassa esitetyn kanssa yh-
tapitavaksi.

Re

Kuva 4: Julian joukko funktiolle f(z)=z—(z3-1)/32%. Kuvaan on merkitty kolme

3

attraktijvista kiintedd pistettd 1 ja —0,5+3

i, sekd niiden attraktion altaat ei harmaan

sdvyilld. Kaikilla attraktion altailla on yhteinen reunaviiva, joka on funktion f Julian joukko.

sollisia pisteita, seuraa tasta luon-
nollisesti, ettd kaikki repulsiiviset
kiinteat pisteet kuuluvat Julian
joukkoon. dJulian joukko voidaan
my0Os maaritella repulsiivisten pis-
teiden avulla:

Funktion f Julian joukko on f:n
kaikkien repulsiivisten periodis-
ten pisteiden muodostaman jou-
kon sulkeuma.?

Joukon S sulkeumalla tar-
koitetaan pieninté suljettua jouk-
koa, joka sisaltaa joukon S. Sita
merkitaan S. Sulkeuma voidaan
maaritella myos siten, ettd se on
joukon ja sen reunalla sijaitsevien
pisteiden yhdiste. Siihen kuuluvat
siis kaikki pisteet, jotka joko kuulu-
vat alkuperaiseen joukkoon S, tai
joille on mielivaltaisen lahelta 16y-
dettavissa piste, joka kuuluu jouk-
koon S. Esimerkiksi reaalilukujen
joukko on rationaalilukujen jou-
kon sulkeuma. Itse asiassa myos
laajennettu kompleksitaso C on
kompleksitason C sulkeuma.

Sulkeuman maaritelméasta
seuraa, ettd S on tihea S:ssa ts.
minkéa tahansa kahden pisteen, jot-
ka kuuluvat joukkoon S valilla on
kolmas piste, joka kuuluu jouk-
koon S. Mika tahansa Julian jouk-
ko on siis "tdynna” repulsiivisia

jaksollisia pisteita.

Tama on kaikkein yleisim-
min kaytetty Julian joukon maéari-
telma. Sen avulla voidaan maéari-
tella Julian joukko sellaisillekin
funktioille, joilla ei ole attraktiivisia
kiinteita pisteita. Mikali kiinte& pis-
te kuitenkin 16ytyy, on tdméa maéari-
telma yhtapitava kaavan (3) kans-
sa.

Repulsiiviset pisteet siis kuu-
luvat Julian joukkoon ja attraktiivi-
set eivat. Neutraaleille pisteille asia
ei ole niin yksinkertainen. Ne kuu-
luvat Julian joukkoon, jos niiden

Kuva 5: Tyypillinen epdyhtendinen
Julian joukko (c=-0,8-0,8i)

0,50

05
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derivaatan argumentti jaettuna
21tlla on rationaaliluku, mutta ei-
vat kuulu, jos se on irrationaalilu-
ku. ks. tarkemmin [11].

Edelld mainittujen lisaksi
Julian joukoilla on seuraavia omi-
naisuuksia:

¢ Julian joukko sisaltaa ylinume-
roituvan maaran pisteita. Ts.
dJulian joukon pisteita ei voi nu-
meroida luonnollisilla luvuilla.
Ne voidaan sen sijaan nume-
roida reaaliluvuilla. [11]

e Minka tahansa Julian jouk-
koon kuuluvan pisteen positii-
vinen ja negatiivinen kiertora-
ta kuuluvat myos Julian jouk-
koon.

* Minka tahansa Julian jouk-
koon kuuluvan pisteen negatii-
vinen Kkiertorata on tihea Juli-
an joukossa.

* Julian joukko J(f) on invariant-
ti funktiossa f. Ts. Kun kaikille
Julian joukon pisteille suorite-
taan funktio f, saadaan uusi
joukko, joka on sama kuin al-
kuperainen Julian joukko.

* Minka tahansa jossakin attrak-
tion altaassa sijaitsevan pis-
teen negatiivinen kiertorata l&-
henee Julian joukkoa, kun ite-
raatiomaara lahenee aéreton-
ta.

Toisen asteen
polynomeja

Kaikkein tutkituimpia ovat
Julian joukot toisen asteen po-
lynomeille, eli funktioille, jotka
ovat muotoa:

f(z) =az® + bz +d. (4)

Tallaisia funktioita nayttaisi ole-
van varsin laaja valikoima, silla
kaavassa on kolme kompleksista
vakiota, joille voidaan antaa eri ar-
voja. Ongelma on kuitenkin yksin-
kertaisempi, kuin milta nayttaa.
Mika tahansa muotoa (4) olevan
funktion Julian joukko voidaan ni-
mittdin muuttaa jonkin muotoa

p.=z"+c olevaksi Julian joukoksi
pelkastaan muuttamalla sen ko-
koa, pyorittamalla ja siirtamalla sita
kompleksitasolla [1]. Tama muun-
nos voidaan esittaa funktiona

M(z) = uz +v.

Vaitamme nyt, ettéd mika ta-
hansa funktion f iteraatioaskel voi-
daan suorittaa siten, ettd kuvataan
lahtopiste funktiolla M toiseen
paikkaan, sen jalkeen suoritetaan
vastaava iteraatioaskel funktiolla p
ja kuvataan saatu piste takaisin
funktiolla M. Toisin sanoen:

f(z)=M"(p(M(z)))
=M"(p(uz+v))
=M ((uz+v)?+c)

=M Y u?z%+2uvz+v?+c)

Ja koska M:n kaanteisfunktio on
M'=(z-v)/u, niin

f(z)=

w?z? +2uvz+v? +c)-v

u

2
v -v+c
=uz’+uz+-——,
u
mika on selvéastikin samaa muotoa
kuin (4). Vakiot voidaan nyt valita
siten, ettéd a=u, b=v ja d=”2’T'”C =

c=ad-b?*+b. Kun iteraatioita suori-
tetaan useita perakkéin, voidaan
muunnosfunktiot jattaa wvalista

pois:
f(2)=M"(p(M(M}(p(M(2))))))
=M"(p(p(M(2))))
=M (p*(M(z)))

Tasta seuraa, ettd z kuuluu
funktion f Julian joukkoon jos ja
vain jos M(z) kuuluu vastaavan
funktion p, Julian joukkoon. Néin
ollen voidaan ymmartaa kaikkia
toisen asteen Julian joukkoja pel-
kastaan funktiota p, tutkimalla.

Paraabeleilla on vastaava
ominaisuus: Muotoa y=az® + bz + d
olevan reaalifunktion kuvaaja on
paraabeli, jonka huippu voi sijaita
missa tahansa pisteessa. Siirtamal-
la ja kokoa muuttamalla se voi-
daan kuitenkin muuttaa paraabe-
liksi, jonka yhtélé on muotoa

v=ax’.

Toisen asteen dJulian jou-
koilla on mm. seuraavia ominai-
suuksia:

* Kaikki toisen asteen Julian jou-
kot ovat symmetrisia pisteen
suhteen. Funktion p. dJulian
joukot ovat symmetrisia ori-
gon suhteen.

* Toisen asteen dJulian joukot
ovat joko yhtenaisia, tai ns.
Cantorin joukkoja, eli ne koos-
tuvat aarettomasta maarasta ir-
rallisia pisteité.

Funktiolla p, on enintdan yksi
aarellinen attraktori, joka voi
olla joko sykli tai kiintea piste.
Voidaan nimittdin osoittaa,
etta, etta jokaiseen attraktion
altaaseen kuuluu vahintaan
yksi ns. kriittinen piste. Funkti-
on kriittisella pisteella tarkoite-
taan pistettd, jossa funktion de-
rivaatta on nolla, tai sita ei ole.
Toisen asteen funktiolla on
kaksi kriittista pistetta: aare-
ton, seka derivaatan nollakoh-
ta (Yhtalslla D(az*+bz+d)
=2az+b=0 on vain yksi ratkai-
su.) [1]

Fraktaalisuus ja
kaaottisuus

Fraktaalilla tarkoitetaan
kohdetta, jonka monimutkaisuus
ei riipu tarkastelumittakaavasta.
Esimerkiksi alempi kuvan 1 esitta-
mista Julian joukoista on fraktaali,
silla mika tahansa sen osa nayttaa
suurennettuna yhtd monimutkai-
selta kuin alkuperdinen joukko.
Toisaalta esimerkiksi ympyra ei
ole fraktaali, silld mitd enemman
jotakin sen kohtaa suurennetaan,
sita enemman se muistuttaa suo-
raa viivaa. Fraktaaleista tarkem-
min ks. esim. [15], [7] tai [5].

Jo Julia ja Fatou [6] olivat
tietoisia monien Julian joukkojen
fraktaalisista ominaisuuksista, vaik-
ka heidan aikanaan ei ollut kaytet-
tavissa tarpeeksi tehokkaita tieto-
koneita, jotta joukoista olisi voitu
tuottaa kuvia.
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Kuva 6: Mandelbrotin joukko. Komponenttien sisdlle merkityt luvut kertovat montako
pistettd on funktion p.(z)=z2+c attraktiivisessa syklissd, kun c sijaitsee jossakin kyseisen

komponentin sisdlld.

Esimerkiksi jo kaavasta (3)
seuraa, etta jos funktiolla on véhin-
taan kolme attraktiivista kiinteda
pistettd, sen Julian joukko on vais-
tamatta fraktaalinen. Kaikkien Juli-
an joukon pisteiden taytyy nimit-
tain sijaita kaikkien kolmen attrakti-
on altaan kohtaamispisteissa. Tas-
ta seuraa, ettd jos jollakin alueella
nayttaisi olevan kahdella attrakti-
on altaalla yhteinen reunaviiva,
on tassa valissa vaistamatta sijaitta-
va pala kolmannen attraktorin al-
lasta. Jos nain ei olisi, tuossa koh-
taa olisi pala Julian joukkoa, joka
ei olisi kolmannen altaan reunalla.
Ks. kuva 4.

Kaikille Julian joukoille pa-
tee myo0s, etta jos otetaan mika ta-
hansa jonkin ympyran rajaama
osajoukko Julian joukosta J(f), ja
suoritetaan sille funktiota f tarpeek-
si monta kertaa, se peittaa lopulta
koko dJulian joukon. Merkitaan

tata Julian joukon osajoukkoa
W:lla. Talléin on olemassa jokin
sellainen luonnollinen luku n, etta

FW)=J().

f" on kaikkialla jatkuva ja derivoitu-
va, misté seuraa, ettd koko Julian
joukon rakenne esiintyy myos yh-
dessa sen palasessa. Tama ei kui-
tenkaan valttamatta tarkoita, etta
joukko olisi fraktaalinen. Esimer-
kiksi funktion p, Julian joukoista ta-
paukset c=0 (origokeskeinen yksik-
koympyra) ja c=—2 (jana —2:sta
0:aan) eivat ole fraktaaleja. [14]
Joukon fraktaalisuutta mita-
taan yleenséa ns. Hausdorff-dimen-
siolla [15]. Se on luku, joka on sita
suurempi, mita fraktaalisempi
joukko on. Mikali joukko ei ole
lainkaan fraktaalinen sen dimen-
sio on yhtéa suuri kuin sen topologi-
nen dimensio (esim. kayralle 1 pin-

nalle 2 jne.). Julian joukoille Haus-
dorff-dimension tarkka méaarittami-
nen on vaikeaa, mutta sitd voi-
daan arvioida kokeellisesti piirta-
malla kuva joukosta, ja mittaamal-
la sita eri tarkkuuksilla [14] [15].
Funktion p, Julian joukoille, kun ¢
on tarpeeksi pieni, voidaan laskea
likiarvoja kaavalla [13]:

e

dy =1+

4log2’

Arvot ovat sita tarkempia, mita pie-
nempi c on.

Mandelbrotin
joukko

Jo pitkdén on tiedetty, etta
funktion p,_ Julian joukot ovat joilla-
kin c:n arvoilla yhtenaisia ja toisilla
epayhtenaisia. Epayhtenaiset jou-
kot ovat ns. Cantorin joukkoja, eli
ne koostuvat aérettomasta maaras-
ta erillisia pisteita. Epayhtenaiset
joukot syntyvat yleensa suurem-
milla c:n arvoilla kuin yhtenaiset.
Esimerkiksi jos ‘c‘ >2, ond(p,) aina
yhtenainen. dJulian ja Fatoun ai-
kaan ei kuitenkaan pystytty tarkas-
ti sanomaan, millaiselta alueelta ¢
piti valita, jotta saataisiin aikaisek-
si yhtendinen Julian joukko. Julia
ja Fatou saivat kuitenkin selville,
etté Julian joukon yhtenaisyys voi-
daan paatella funktion kriittisten
pisteiden avulla. Funktiolla p, on
kaksi kriittista pistetta: nolla ja aare-
ton. Jos piste 0 kuuluu darettéman
attraktion altaaseen, niin funktiol-
la ei voi aarettoman lisaksi olla
muita attraktoreita, silla jokaisen
attraktorin altaassahan on oltava
vahintaan yksi kriittinen piste. Tal-
16in Julian joukolla ei voi olla "sisa-
puolta”. Mm. taté tietoa hyddyntéa-
en Julia ja Fatou osoittivat, etta
J(p.) on yhtendinen jos ja vain jos
nolla kuuluu aarettéméan attrakti-
on altaaseen.

Niiden kompleksitason pis-
teiden joukkoa, joille J(p,) on yhte-
néinen, kutsutaan nykyaan Man-
delbrotin joukoksi Benoit B. Man-
delbrotin mukaan, joka ensim-
maisena tuotti tietokoneella kuvan
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Kuva 7: Julian joukot funktiolle p (z)=z?+c, kun c=i, c=—0,39054-0,58679i ja c=—0,6830+0,3328i. Kuva-ala on kaikissa [-1,5-1,5i;
1,5+1,5i]. Julian joukko c=i on tyypillinen dendriitti.

tasta joukosta 1970-luvun lopussa
[7]1 [9]. Merkitsemme Mandelbro-
tin joukkoa M:lla. (ks. kuva 6) Man-
delbrotin joukkoa on sanottu mate-
matiikan kauneimmaksi ja moni-
mutkaisimmaksi kuvioksi. Sen reu-
naviiva on fraktaalinen, ja sen
Haussdorf-Besicovitch  dimensio
on 2, eli se on monimutkaisin mah-
dollinen kayra, joka voi esiintya
kaksiulotteisessa avaruudessa.

Mandelbrotin joukkoa on
sanottu yhden sivun kartaksi kai-
kista Julian joukoista, silla sen reu-
naviivan muoto jonkin pisteen c l&-
heisyydessa muistuttaa vastaavan
Julian joukon (J(p.)) muotoja.
Tama on luonnollista, silla koska
jokainen Mandelbrotin joukon pis-
te ¢ vastaa Julian joukon J(p,) pis-
tetta 0, se vastaa myos sen pistetta
c (pC(O):02+c:c). Talloin liikkumi-
nen jossakin Mandelbrotin joukon
paikassa vastaa liikkumista vastaa-
van Julian joukon samassa paikas-
sa. Julian joukko kuitenkin muut-
tuu jatkuvasti c:n arvon muuttues-
sa.

Mandelbrotin joukko ker-
too muutakin Julian joukoista. Esi-
merkiksi kaikki ne c:n arvot, joilla
p.:ll& on jokin attraktiivinen kiinte&
piste sijaitsevat Mandelbrotin jou-
kon kardioidin muotoisessa osas-
sa. Vastaavasti jokaista Mandelbro-
tin joukon "ympyraa” vastaa jokin
kokonaisluku, joka kertoo, monta-
ko pistetta on funktion p_ aérellises-
sa attraktiivisessa syklissé, kun c
valitaan kyseisen ympyran sisalta.
Kuvaan 6 on merkitty numeroilla
kutakin ympyraa vastaava jakso.

Esimerkiksi kuvan 1 ylemman Juli-
an joukon tuottamiseen kaytetty ¢
on paakardioidin ylapuolella suu-
ren ympyran keskipiste. Ympyroi-
den keskipisteet ovat aina attraktii-
visia jaksollisia pisteita.

Jos p, on jokin jaksollinen
sykli s, muodostaa taman syklin att-
raktion allas Julian joukolle "sisa-
puolen”; eli J(p,)=0A(s)=A(»), ja
Julian joukko on yhtenainen. Man-
delbrotin joukossa on kuitenkin
myos pisteitd, joiden p_lla ei ole
yhtaan aarellista jaksollista syklia.
Tallaisia ovat mm. ns. Misiurewic-
zin pisteet. Ne ovat sellaisia Man-
delbrotin joukon pisteité c, joille 0
on funktion p, esijaksollinen, mut-
ta ei jaksollinen piste. Tallaisten
pisteiden Julian joukkoja kutsu-
taan dendriiteiksi. Niilla ei ole "si-
sapuolta”, mutta ne ovat kuitenkin
yhtenaisia. Tallainen on esimerkik-
sid(p_;) (ks. kuva 7).

Kuvien tuottaminen Julian
ja Mandelbrotin joukoista on var-
sin yksinkertaista. Funktiolle p_ voi-
daan osoittaa, etta jos kiertoradan
jokin piste on itseisarvoltaan suu-
rempi kuin 2 ja suurempi kuin c:n
itseisarvo, niin kiertorata lahestyy
adretdnta. Jos itseisarvo ei ylita
tuota rajaa esimerkiksi 128 ensim-
maisen iteraatiokerran aikana, voi-
daan melko varmasti todeta, etta
piste ¢ kuuluu Mandelbrotin jouk-
koon, tai etta se on Julian joukon
"sisapuolella”. Usein kaytetyn
efektin saa aikaan vérittamalla jo-
kainen piste sen mukaan, kuinka
monennella iteraatiolla itseisarvo
ylitti valitun rajan. Kuvien tuottami-

seksi on myos saatavilla lukuisia
valmiita tietokoneohjelmia, joista
muutamia on lueteltu Seepian
Internetsivulla.
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Metafysiikan ominaisuuksista

Metafysiikka
tieteeni

Metafysiikka on ala, joka
tutkii, sanalla sanoen, vaikeasti ku-
vattavia asioita. Puuttumatta meta-
fysilkan menetelmien tai ongelmi-
en kokonaisvaltaiseen selittami-
seen voidaan sanoa, ettd meta-
fysiikka tutkii kaikkien (tdma sana
on enemman tai vdhemman to-
denmukainen riippuen siita, mita
metafyysisia kirjoja on lukenut) asi-
oiden olemusta tai “totuutta”. Yksi-
16n kannalta se voi pyrkia selitta-
maan toisten ihmisten toimia ja
tunteita, toivottavien ja ei-toivotta-
vien asioiden perusluonnetta, sa-
nalla sanoen kaikkea inhimillista
(tdmé&n artikkelin tarkoitusperien
vuoksi ei kiinnitetd huomiota meta-
fysiikan vahemmaén selkeisiin
osiin).

Eri yksilot tarkastelevat ta-
man filosofianalan sisaltamia on-
gelmia hyvin erilaisin lopputulok-
sin, sellaisin, joiden avulla yksilot
jasentavat ja selittdvat maailmaa.
Aivan ilmeisesti metafyysisen ajat-
telun pitaisi vaikuttaa yksilon ela-
maéankatsomukseen tai oikeammin
“tapaan elad”. Kuitenkaan sellai-
sia asioita, joita metafysiikkaa tutki-
vat ihmiset tulevat lopulta sa-
noneeksi ei tavallisesti ole helppo
mieltda sovellettavaksi ihmisten
elamaan. Hyvana esimerkkiné on
suurin osa Immanuel Kantin tuo-
tannosta: ... aistien asia on havain-
noida; ymmaéarryksen asia on ajatel-
la. Ajattelu puolestaan merkitsee
mielteiden yhdistamista samassa
tajunnassa. Tama yhdistaminen ta-
pahtuu joko vain subjektin kannal-
ta ja on satunnaista ja subjektiivis-
ta, tai sitten se toteutuu absoluutti-
sesti ja on valttamatonta eli objek-
tiivista”. [1]

On taysin mahdollista vasta-
ta kysymykseen ajattelusta talla ta-
valla, jopa sisaistaa lauseen merki-

tys ja pitaa sita totena. Kuitenkin
on ilmeistd, ettei ole mahdollista
suhtautua ymparilldan tapahtu-
vaan ajatteluun tallaisella prag-
maattisuudella millaén todellisella
tasolla; metafysiikka, etenkin tie-
tynlainen, ei aihepiiristdéan huoli-
matta selvita tutkijoilleen, miten
maailman voi ajatella olevan tai
miten sen sisaltédmét asiat esiinty-
vat  “perimmaisessé  totuudes-
saan”. Tassa tapauksessa tutkitta-
va ongelma voidaan ilmaista suh-
teellisen helposti, mutta vaatii huo-
mattavaa selvajarkisyytta ymmar-
taé lauseen merkitys; asettelu “sa-
tunnaista ja subjektiivista vs. abso-
luuttista ja valttaméatonta eli objek-
tiivista” ei ole selkein mahdolli-
nen. Se vastaus, joka on mahdollis-
ta loytéa huomattavan epaselvyy-
den alta on melko yksinkertainen,
toteeminen, jopa perusteeton lau-
sahdus siitd, mita ajattelu on.
Metafysiikassa  kysytaan
monenlaisia kysymyksia, mutta
kaikkien vastausten perussisalto
tuntuu léytyvan karkeasti sanottu-
na kahdesta eri metafyysisesta
“katsomuksesta”, joiden maéaritel-
mat eivat ole erityisen selkeita,
mutta joiden muodostamat ryhmit-
tyvat tuntuvat pysyvan samanlaisi-
na hyvinkin monimuotoisissa kysy-
myksissa. Paljon tutkitut kysymyk-
set, ja sellaiset, jotka jakavat meta-
fyysisia maailmankatsomuksia, liit-
tyvat nimenomaan varsin inhimilli-
siin ominaisuuksiin ja tapahtumiin
eivatka siksi tunnu ensindkemalta
mitenk&an kattavilta ajatuksilta.
Etsitaan siis vastauksia sellaisiin ky-
symyksiin kuin “onko (inhimilli-
nen) hengellinen tai ei-aineellinen
tapahtuminen selitettavissa (vain)
aineen kautta” tai hiukan yleisem-
min “mika on (inhimillisesti havai-
tun) aineellisen maailman suhde
hengelliseen ominaisuuteen (esi-
merkiksi ajatukseen missa tahansa
muodossa, jossa se voidaan ilmais-

ta)”.

Kysymysten asettelu on sik-
si vaikeaa ja taynna sulkeita, etta
osa vastaajista kieltda aineellisen
“todellisuuden” olemassaolon kai-
ken kaikkiaan ja toinen osa kieltaa
hengellisten asioiden itsenaisen
olemassaolon. Tallaisilla perusteil-
la jakautuvista vastauksista voi-
daan erottaa ainakin sellainen ryh-
ma, joka katsoo, ettd hengellinen
maailma on erilldan aineellisesta,
vielapa ettéd aineellista maailmaa
ei ole, vaan se on yksinomaan
“mielle” tai osa jonkinlaista hengel-
listd maailmaa. Toisaalla on nako-
kanta, jonka mukaan maailma ja
kaikki siina ilmenevat tapahtumat
ovat nimenomaan aineellisia, ja si-
kali kuin hengellisia asioita, esimer-
kiksi ajatuksia, on olemassa, ne il-
menevét aineellisesti, jollakin ta-
valla tulkittavassa muodossa, sika-
li kuin kaoottisen monimutkainen
kokonaisuus (esimerkiksi aivot) tul-
kintaa tekee. Tata selitetadn mah-
dollisimman nykyaikaisen tieteelli-
sen nakemyksen mukaisesti, talla
hetkella hiukan sekavilla neurologi-
silla ja fysikaalisilla ilmaisuilla.

Jalkimmaisen nékokannan
edustajat ajattelevat vaihtelevasti
myos, ettd naméa ajatukset ovat
(voivat olla) sikali hengellisia, etta
ne voidaan ilmaista aineellisessa
maailmassa taysin fyysisesti erilai-
sella tavalla kuitenkin niin, ettad
kahdessa ilmidssa on jotakin olen-
naisesti samaa. Tamé erilaisuus
on, kuten myéhemmin huoma-
taan, varsin kiinnostava.

Naita nakokantoja kutsu-
taan vaihtelevin tavoin, yleisesti ot-
taen edellinen on nimeltaan
idealistinen nakokanta, jalkimmai-
nen on materialistinen. Naiden
osapuolten johtopaattkset ovat
kaiken kaikkiaan “valtavirran mu-
kaisia”, nama ovat juuri niité aja-
tuksia, jotka ovat selvinneet hen-
gissé vuosisataisesta tutkiskelusta,
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naita ajatuksia (jompaa kumpaa)
pitavat asioita tydkseen ajattelevat
ihmiset useimmissa tapauksissa
kaikkein oikeimpina, totuutta par-
haiten tavoittelevina. Selvasti asia
on kuitenkin niin, ettei kumpaa-
kaan varsinaisesti sovelleta ihmis-
ten elamissa. Idealistit, vaikka anta-
vatkin palttua heidan silmiensa
edessa (ilmeisesti) olevalle aineelli-
selle maailmalle, alistuvat sille ja
toimivat siinda kuten materialistit-
kin. Materialistit tuntevat (ainakin
taman artikkelin ajan nain voi-
daan ajatella) yhta voimakkaasti
kuin idealistitkin, kiinnittdmatta
huomiota siihen, ettd kyseessa ole-
va ilmi6 on heidan mukaansa mo-
nimutkainen seos yksinkertaisia
asioita; sahkoimpulsseja ja kemi-
kaaleja.

Ehkéa se huomio, etta ihmi-
set ovat “pohjimmiltaan kaikki sa-
manlaisia” ja etta “ajattelu ei vaiku-
ta toimintaan” ei ole kauhean ja-
risyttava. Voidaan kuitenkin pitaa
ajattelua ja metafysiikkaa eri asioi-
na; tarkoittaen sita, ettd “kaytan-
non” ajattelu, joka ei valttamatta
vaikuta elamaan tai yksilon toimin-
taan, on eri asia kuin metafyysiset
nékemykset (jopa mielipiteet), ja
ettd néaméa metafyysiset nakemyk-
set voivat hyvinkin vaikuttaa aja-
tusten suuntautumiseen. Tassa ta-
pauksessa yksilon metafyysisilla
nékemyksilla on samantapainen
asema kuin hénen kulttuuritaustal-
laan (tai vastaavalla psykologisesti
maaritellylla elementilla).

Metafysiikka ja
luonnontieteet

Kuten edelldolevasta kay
ilmi, metafysiikka on varsin kauka-
na luonnontieteista. Se on aikojen
kuluessa muuttunut voimakkaasti;
esimerkiksi René Descartes piti var-
sin sopivana antaa “Metafyysisia
mietiskelyja” -teoksellensa lyhyen
kuvauksen Metafyysisia mietiskely-
ja, joissa todistetaan selvasti Juma-
lan olemassaolo seka ihmisen sie-
lun ja ruumiin valinen todellinen
eroavuus”[2]. Tassa tapauksessa
metafysiikka esiintyy matematii-
kan kaltaisena tieteend, jossa todis-
tetaan todeksi tai vaaraksi maail-
maan liittyvia lauseita. Kun tata ris-

tiriitaista tiedetta ilmenee jatkuvas-
ti lisaa, eivatka sen todistelut ole
monessakaan tapauksessa tyydyt-
tavia, on kaytannonlaheisesti alet-
tu pitimaan metafysiikkaa “pelk-
kand” metafysiikkana, tieteena,
joka ei loyda vastauksia. Se, etta
varsin arvostetut filosofiset tahot
ovat todenneet (toisten arvostettu-
jen filosofisten tahojen kauhistuk-
seksi), ettd metafysiikan kysymyk-
set eivat todellisuudessa ole kysy-
myksid, vaan ne vain nayttavat ky-
symyksiltd, ei merkitse mitaan; se
on vain “lisda metafysiikkaa”.

Yleensa ottaen fyysikkoja ei-
vat ole suuremmin liikuttaneet vas-
taavanlaiset huomautukset meta-
fyysikkojen taholta siitd, etta maail-
maa, jota fyysikot tutkivat, ei ole
olemassa. Se, etta metafysiikka ei
tuo fysikaaliseen tutkimuskenttaan
mitaan uutta aineistoa, on jonkin-
lainen tapaus metafysiikan vaikut-
tamattomuudesta ihmisten elami-
en tapahtumiin. Kuitenkin voisi ku-
vitella, ettd eri yhteiskunnissa ja
kulttuureissa vallitsevat metafyysi-
set ajatukset vaikuttaisivat tieteen
kehitykseen. Fyysikkojen tapa
ylenkatsoa metafysiikkaa liittyy en-
nen kaikkea siihen, ettei meta-
fysiikka vaikuta siihen, mita tiede
tutkii - taméa kysymuys ei ole merkit-
tavan kiistanalainen. Mutta tieteel-
linen tutkimus on kautta aikojen
tehnyt enemman vaaria johtopaa-
toksia kuin oikeita (sikali kuin oikei-
ta johtopaatoksia yleensa on; ny-
kytieteestd voidaan sanoa lahinna
se, ettei nykyinen tieteenkasitys ai-
nakaan ole lopullinen), ja nama
vaarat johtopaatokset voivat hy-
vinkin johtua metafyysisista va-
kaumuksista.

Tieteellinen ajattelu pyrkii
aina olemaan objektiivista, ennak-
ko-oletuksista vapaata ja itse asias-
sa metafysiikasta vapaata. On ha-
vaittu ilmeisen vaikeaksi saada tie-
demiehia uskomaan, ettd heidan
nakemyksensa mista tahansa - esi-
merkiksi siita, ettd muut taivaan-
kappaleet kiertavat maata, johtuu
metafysiikasta. Kyseisilla tiedemie-
hilla oli aineistoa, jonka mukaan
heidén paidensa ylapuolella kiersi
tunnistettavia taivaankappaleita,
joita naytti olevan yhta paljon joka
suuntaan. Téasta he tekivat ainoan

loogiselta tuntuneen johtopaatok-
sen. Paatods tuntui kuitenkin ainoal-
ta loogiselta tiedostamattoman li-
saaineiston takia; he uskoivat, etta
korkeampi taho oli luonut heidan
planeettansa ainoaksi olennaisek-
si planeetaksi, etté kaikkea hallitse-
va olento kaytti kaiken aikansa hal-
litakseen ja tarkkaillakseen juuri
heita.

Voidaan sanoa, ettd heidan
tieteelliset valineensa (silmat) eivat
olleet yhta kehittyneita kuin oman
aikamme valineet, ja tasta syysta
tutkimuksemme on objektiivisem-
paa. Onkin sanottava, etté tiede
on nyt “parempaa” kuin silloin;
sitd on tutkittu kauemmin ja pa-
remmin. Kuitenkin luonnontieteel-
listen teorioiden elinikda on edel-
leen varsin lyhyt, ja se lyhenee
koko ajan. Tieteellé (tassa tapauk-
sessa tarkoitan lansimaista tiedet-
ta, lansimaista katsottuna muun-
laista ei juuri ole) on kuin onkin
metafyysinen akilleen kantapaé;
metafysiikka ei ole kayttokelpoi-
nen valine tiedemiehille, mutta se
vaikuttaa jatkuvasti tieteen tulok-
siin. Kysymys siita, voidaanko ih-
misen paattelyn avulla tassa ta-
pauksessa l6ytaa lopullista vastaus-
ta yleensa mihinkaan fysikaaliseen
kysymykseen, ei ole varsinaisesti
metafyysinen eika ainakaan kovin
yksinkertainen, joten jatan sen kéa-
sitteleméatta.

Metafysiikka ja
taide

Vastakkaisasetelma mate-
rialistien ja idealistien valilla on tai-
detta tutkittaessa erityisen mielen-
kiintoinen. Miten materialistinen
nakemys selittéda taiteen, hengelli-
sesti luovan materiaalin, tuottami-
sen? Osin edellamainituin tieteelli-
sin selityksin; aivot sekoittavat 1a-
hes kaoottisella tavalla arsykkeita,
jotka on lajiteltu niin monin ta-
voin, ettd syntyy jotakin naennai-
sesti uutta. Aiemmin mainittu ero-
avaisuus erilaisten materialistien
vélillda on kuitenkin samanlainen
seké taiteessa etta ajattelussa. Mil-
la perustein ihminen voi seka olla
materialisti ettd katsoa taiteen ja
ajattelun omaavan muutakin sisal-
t6a kuin fysikaalisen kokoonpa-
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non? Asiaa on hiukan vaikea selit-
taa.

Voisi sanoa, etta asioilla kat-
sotaan olevan merkitysta ainoas-
taan omassa kontekstissaan, siina
maailmassa, jossa ne esiintyvat.
Fysikaalisesti, “todellisesti” asioilla
ei valttamatta ole lainkaan eroavai-
sia merkityksia, mutta kun ihmis-
ten tuottamaa taidetta tai ajattelua
tulkitsee toinen ihminen, vastaa-
valla tavalla kaoottinen yksilo, tut-
kivan systeemin puitteissa tai kon-
teksissa asioilla on merkitysta. Ver-
taus on ontuva, mutta samalla ta-
valla suhteellisuusteorian esitta-
mat yksittdiset lauseet tuntuvat
“maalaisjarjen vastaisilta” perintei-
sen fysikaalisen ajattelun konteks-
tissa, mutta kyseisen teorian kon-
tekstissa ne ovat loogisia seurauk-
sia aikaisemmin todetusta. Vaikut-
taa siis silta, etta kaikissa tapauksis-
sa materialistinen tapa selittaa ilmi-
6ita palautuu melko mitattémilta
tuntuviin lauseisiin, jotka liittyvat
yleensé puutteellisiin luonnontie-
teisiin.

Kaikesta huolimatta on vir-
he tehda sellainen paatelma, etta
materialistisen ajattelun vaikutus
ihmisen elamé&an tai tapaan ym-
martaa esimerkiksi taidetta on valt-
tamatta voimakkaasti erilainen
kuin idealistin. Eri tavoilla selittda
ilmi6 ei ole valttamatta mitaan te-
kemista ilmioén sisallon tulkinnan
kanssa. Kun sanotaan “taide on
merkitsevaa ainoastaan sita tulkit-
sevan systeemin kontekstissa”, se
kuulostaa ymmarrettavasti taidet-
ta (tai sanotaan yleisesti ei-aineelli-
sia ominaisuuksia) vahattelevalta
lauseelta. Materialistinen (puhun
edelleenkiin vain osasta materialis-
teja) tapa ajatella, etta fysikaalinen
olemus ja kokoonpano on kaikelle
yhtalaista ja ettd muu on taman fy-
sikaalisuuden lahinna sattumasta
johtuvaa tulkintaa ei, kuten aiem-
min todettiin, omaa mitaan kaytan-
non merkityksia.

Metafysiikan
seurauksista
Qikeastaan kaikki meta-

fyysiset kannat tuntuvat tavallisesti
sitd hankalemmilta yllapitaa, mita

pidemmalle menevéaa niilla suori-
tettu tutkimus on. Materialistinen
dilemma on sekava; materialistiset
nakemykset ovat niin voimakkaas-
ti inhimillisen kokemuksen vastai-
sia, ettd ajaudutaan ongelmiin,
kun yritetdén selittda inhimillisen
ajattelun ilmenemista sellaisena
kuin sitd havaitaan. Materialisti-
nen etiikka vaikuttaa myos epéasel-
valta; seuraako siita, etta ei katsota
olevan olemassa minkaanlaista tie-
toisuutta, jolla olisi omia ominai-
suuksia, joka olisi enemman kuin
osiensa summa, se, ettei voida kat-
soa olevan minkaanlaista moraa-
lia ihmisten suorittamana ihmisia
kohtaan? Sillé jos aivot, joiden voi-
daan tulkita muodostavan tietoi-
suuden, eivat ole muuta kuin ra-
kenneosiensa summa, miksi niita
olisi suojeltava?

Hiukan  epatyydyttavasti
voidaan vedota lahinna aikaisem-
min mainittuun moraaliin konteks-
tissaan; ihmisten moraali toisiaan
kohtaan on perusteltua sikéli, etta
ihmisten  tarkoitusperia tehda
yleensd mitaan voidaan tarkastel-
la vain inhimillisessa systeemissa.
Sanomatta mitaén aivojen yllapita-
man tajunnan olevaisuudesta voi-
daan sanoa, ettd ihmisten vakival-
ta toisiaan kohtaan ei ole moraalis-
ta siksi, ettd vakivaltaa tekevalle
olennolle (olennon kannalta) vaki-
vallan kohteena olevat oliot ovat
tiedostavia, jopa sielun omaavia
(jos sellaista sanaa halutaan kayt-
taa). Monet téllaiset ongelmat, jot-
ka esiintyvat materialistisessa me-
tafysiikassa, ovat palautettavissa
(tassa tapauksessa lahinna vahem-
man nihilistisiksi tai armottomiksi;
sikali kuin filosofi pyrkii yllapita-
méan sekd materialistista nake-
mystéan etta hyveellistd ja mahdol-
lisimman inhimillistd moraali- ja
muuta filosofiaansa) vahemman
ongelmallisiin kantoihin.

Idealismi kulkeutuu erilai-
siin ongelmiin, joissa asioiden selit-
taminen pohjautuu erdanlaiseen
intuitioon. Parhaiten tunnettu esi-
merkki idealistisen ajattelun perus-
teista (on mainittava, ettd argu-
mentaatio on ko. ajoista muuttu-
nut ja monimuotoistunut) on René

Descartesin lauseesta “ajattelen,
siis olen” lahteva pohdinta. Des-
cartes sanoi, ettd koska han voi ku-
vitella olevansa ilman aineellisia
attribuuttejaan, ja ettad niiden ole-
massaolo on yhté todennakoista
kuin niiden olemassaolematto-
muus, mutta ettd han ei voi kuvitel-
la olevansa olematta jonkinlaisena
sieluna tai henkena, voi han var-
masti sanoa, ettd aine ja henki
ovat kaksi erillista asiaa, ja etta
mahdollisesti hanen sielunsa on
talla hetkella siina ruumiissa, jossa
se nayttaa olevan - tai se voi olla
olematta. Varmuus on siis henges-
ta, mutta ei aineesta.

Keskustelu tamén Descarte-
sin véitteen ja materialistien valille
ei ainakaan synny kovin helposti;
materialismin kontekstissa vaite
on irrelevantti, silla siina ei katsota
hengen yleensa olevan muuta
kuin ainetta; talloin hengen paatte-
Iyt itsestaan ovat jonkinlaista sattu-
maa, ei totuutta (tdma lause muut-
tuu ongelmallisiksi materialismin
kannalta muissa yhteyksissa).
Joka tapauksessa Descartesiin
pohjautuva metafysiikka sisaltaa
luonteenomaisesti tallaisen intuiti-
on elementin, jossa irrotetaan kak-
si asiaa toisistaan tekemalla “aja-
tuskokeita”, ja todetaan, ettd kos-
ka tilanne pysyi loogisena, ei olisi
ainakaan epaloogista, etta nain oli-
si. Tama nakemys muiden nake-
mysten avittamana johtaa moni-
mutkaisempiin idealistisiin ajatuk-
siin, jotka kuitenkin pohjautuvat -
hiukan karjistéen - mielipiteeseen
siitd, miké on mahdollista ja mika
ei. Kun metafysiikkaa kuitenkin
nayttda olevan suhteellisen mieli-
valtainen maara, idealismin ei voi-
da sanoa olevan talta osin miten-
kaan ennenkuulumattoman huo-
nolla pohjalla.

Sam Hardwick
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