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Kun puhutaan geometrialla

tapahtuvasta aritmetiikasta, tarkoi-

tetaan tällöin tietenkin klassista

harpilla ja viivaimella tapahtuvaa

geometriaa. Jos janojen pituudet

ajatellaan lukuina, niillä voidaan

laskea geometrisesti. Yhteen- ja vä-

hennyslasku on helppo toteuttaa

siirtämällä janoja harpin avulla sa-

malle suoralle. Kerto- ja jakolasku

seuraavat yhdenmuotoisuudesta.

Niistä on hyvä huomata se, että nii-

tä ei voida laskea tietämättä yksik-

köjanaa, vaikka tämä onnistuikin

yhteen- ja vähennyslaskussa. Näi-

den lisäksi voidaan kahden luvun

tulon neliöjuuri laskea geometrises-

ti. Tämä perustuu siihen, että yh-

denmuotoisuuden mukaan

a

h

h

b

= ,

josta seuraa, että ab = vh. Yksit-

täisenkin luvun neliöjuuri voidaan

laskea jos tiedetään yksikköjana.

Piirrettävät

reaaliluvut

Oletetaan, että on annettu

yksikköjana. Reaalilukua x sano-

taan piirrettäväksi, mikäli tästä voi-

daan äärellisellä määrällä askelia

muodostaa jana, jonka pituus

on x . Edellä esitetyistä laskutoimi-

tuksista huomaa, että ainakin kaik-

ki rationaaliluvut ovat piirrettäviä.

Tutkitaan, miten piirrettäviä luku-

ja voisi saada lisää, jos oletetaan,

että alussa on käytössä rationaali-

koordinaatit. Ensimmäisessä ta-

pauksessa voidaan piirtää kaksi

suoraa, ja katsoa missä ne leikkaa-

vat. Tällöin syntyy ensimmäisen

asteen yhtälö, jonka ratkaisemi-

seen yhteen- vähennys, kerto- ja

jakolasku riittävät. Jos tutkitaan

ympyrän ja suoran tai kahden ym-

pyrän leikkauspistettä, saadaan toi-

sen asteen yhtälö. Tällöin syntyy

toisen asteen yhtälö, ja tarvitaan li-

säksi myös neliöjuurta. Kun lopul-

ta ollaan generoitu halutut kaksi

pistettä, otetaan näiden etäisyys

Pythagoraan lauseella. Tähänkin

tarvitaan vain yhteen, kerto- ja ja-

kolaskua. Tästä voidaan huoma-

ta, että itse asiassa edellä esitetyt

viisi laskutoimitusta riittävät kaikki-

en piirrettävien lukujen kuvaami-

seen. Ei ole kuitenkaan aivan help-

poa päätellä lukua katsomalla voi-

daanko sitä esittää näiden operaa-

tioiden avulla. Esimerkiksi moni-

mutkaisen näköinen luku 2 5

3 + ,

joka näyttäisi mahdottomalta piir-

tää, onkin itse asiassa vain toisessa

muodossa esitetty kultaisen leik-

kauksen suhde

1 5

2

+
, joka on piirre-

tävä

1)

. Juuri tätä kultaista leikkaus-

tahan käytettiin Seepian 3. nume-

rossa säännöllisen viisikulmion

muodostamiseen.

Kuntalaajennukset

Tämän kaltaisten lukujen

käsittelyyn tarvitaan tietynlaisia

työkaluja. Kunta on rakenne, jolle

pätevät seuraavat, reaalilukujen

aksioomia muistuttavat ehdot:

(1) Kunnan F kaikille alkioille a ja

b on määritelty a+b ja a⋅b
siten, että a b F+ ∈ ja a b F⋅ ∈

(2) Kommutatiivisuus: a+b = b+a

ja a⋅b = b⋅a
(3) Assosiatiivisuus:

(a+b)+c = b+(a+c) ja

(a⋅b)⋅c = b⋅(a⋅c)
1) Pascalin kolmion avulla voidaan laskea

( )

1 5

2

3+
, josta saadaan

( )/1 3 1 5 3 1 5 5 5 8

3 2+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
= ( 6 )/1 8 5 8+ ⋅ = 2 5+ . Tämän takia

2 5

3 + = ( )

1 5

2

3

3

+ = 1 5

2

+

Kuva 1: Kerto- ja jakolaskun suorittaminen sekä neliöjuuren laskeminen geometrisesti
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(4) Distributiivisuus:

a⋅(b+c) = a×b+a⋅c ja

(a+b)×a = a×c+b⋅c
(5) On olemassa alkio (merkitään

esimerkiksi 0) siten, että

0+x = x+0 = x kaikilla x.

(6) Jokaiselle alkiolle x on

olemassa käänteisalkio y

yhteenlaskun suhteen siten,

että x+y = y+x = 0.

(7) On olemassa alkio (merkitään

esimerkiksi 1) siten, että

1×x = x×1 = x kaikilla x

(8) Jokaiselle alkiolle x ≠ 0 on

olemassa käänteisalkio y

kertolaskun suhteen siten, että

x⋅y = y⋅x = 1. Kuntia ovat

esimerkiksi Ð, Ñ ja Â.

Jos kunta E sisältää kunnan

F, sanotaan kuntaa E kunnan F

kuntalaajennukseksi. Otetaan esi-

merkiksi rationaalilukujen kunta,

ja lisätään siihen 2. Lopputulos

on kunta, jonka alkiot ovat muo-

toa a b+ ⋅ 2, missä a,b∈Ð. Tämä

täyttää vaadittavat ominaisuudet.

Jos otetaan vastaavalla tavalla

mahdollisimman pieni kunta, joka

sisältää 2

3

, saadaan kunta

a b c+ ⋅ + ⋅2 4

3 3

, missä a,b,c∈Ð.

Tähän tarvittiin kolme komponent-

tia. Näiden komponenttien mää-

rää kutsutaan kuntalaajennuksen

asteeksi, ts. ensimmäisen kuntalaa-

jennuksen aste oli 2 ja toisen 3.

Piirrettävät reaaliluvut ovat selväs-

tikin kunta, sillä ne täyttävät anne-

tut vaatimukset. Jos lähdetään jos-

tain piirrettävien reaalilukujen osa-

kunnasta, kuten rationaaliluvuis-

ta, ovat plus-, miinus-, kerto-, ja ja-

kolasku määriteltyjä kunnan sisäl-

lä. Laajennus voi siis tapahtua ai-

noastaan neliöjuuren ottamisen

yhteydessä. Oletetaan, että laajen-

nus tehdään siten, että halutaan

pienin kunta, joka sisältää edelli-

sen kunnan ja luvun a. Tällöin

on kaksi vaihtoehtoa. Jos a kuu-

luu jo valmiiksi kuntaan, ei laajen-

nusta tapahdu, joten tätä tapausta

ei tarvitse ottaa huomioon. Jos se

ei kuulu, tarvitaan lisää kom-

ponentteja. Jokaista vanhan kun-

nan komponenttia x kohden täy-

tyy uudessa kunnassa olla kaksi

komponenttia: x ja x a. Tämän ta-

kia laajennuksen aste kaksinker-

taistuu aina täsmälleen silloin, kun

joudutaan ottamaan ei-neliöllisen

luvun neliöjuuri. Lopputulos on

se, että jos otetaan pienin mahdol-

linen rationaalilukujen kuntalaa-

jennus, johon x sisältyy, niin x on

piirrettävä jos ja vain jos kuntalaa-

jennuksen aste on kakkosen po-

tenssi. Yksi kuntalaajennusten teo-

rian perustuloksista on se, että jos

otetaan pienin kunta, joka sisältää

jonkin tietyn jaottoman kolman-

nen asteen polynomin minkä ta-

hansa juuren, on tämän kunnan

laajennuksen aste rationaaliluku-

jen yli 3. Koska 3 ei ole kakkosen

potenssi, saadaan sellainen käyttö-

kelpoinen tulos, että jos on olemas-

sa kolmannen asteen yhtälö, jolla

ei ole rationaaliratkaisuja, ei sen

mitään juurta voida piirtää harpil-

la ja viivaimella. Lähdettäessä ra-

tionaaliluvuista laajennus voi syn-

tyä neliöjuuren ottamisen yh-

teydessä. Tämä tuplaa kuntalaa-

jennuksen asteen. Lopputulos on

se, että jos otetaan pienin mahdol-

linen rationaalilukujen kuntalaa-

jennus, johon x sisältyy, niin x on

piirrettävä jos ja vain jos kuntalaa-

jennuksen aste on kakkosen po-

tenssi. Tästä saadaan sellainen

käyttökelpoinen tulos, että jos kol-

mannen asteen rationaalikertoimi-

sella yhtälöllä ei ole rationaalijuu-

ria, sen mikään juuri ei ole piirrettä-

vä.

Klassiset ongelmat

Matematiikassa klassisiksi

ongelmiksi kutsutaan kolmea geo-

metrista konstruktio-ongelmaa:

kuution kahdentamista, kulman ja-

koa kolmeen osaan ja ympyrän ne-

liöintiä. Suhteessa ongelmien

ikään onkin yllättävää, että niiden

mahdottomaksi todistamiseen tar-

vitaan niinkin uutta matematiikan

haaraa kuin abstraktia algebraa.

Viimenumeron pääkirjoi-

tuksessa mainitun legendan mu-

kaan jumalat vaativat, että kuuti-

on muotoisen alttarin tilavuus pitäi-

si kahdentaa. Piti siis muodostaa

vanhan alttarin sivua käyttäen uu-

den, tilavuudeltaan kaksinkertai-

sen alttarin sivu. Tähän kreikkalai-

set eivät kuitenkaan harpilla ja vii-

vaimella tietenkään pystyneet.

Olkoon alkuperäisen alttarin sivun

pituus yksikköjana. Tällöin yrite-

tään piirtää luku, joka toteuttaisi

yhtälön x

3

2 0− = . Tällä yhtälöllä

ei ole rationaalijuuria, sillä mikään

mahdollisista vaihtoehdoista (-2, -

1, 1, 2) ei toteuta yhtälöä. Sen juu-

ri 2

3

ei siis ole piirrettävä luku.

Kulman jako kahteen

osaan on helppoa, mutta kulman

jakaminen kolmeen osaan on tie-

tyissä tapauksissa mahdotonta.

Piirretään annettu kulma 3α yksik-

köympyrään käsittelyn helpottami-

seksi. Kun tiedetään kulma 3α, tie-

detään myös cos 3α. Kulma α on

piirrettävissä täsmälleen silloin,

kun cos α on piirrettävissä. Nyt

saadaan kolmannen asteen yhtä-

lö:

cos cos cos3 4 3

3α α α= −

4 3 0

3

x x t− − =
(x = cos α, t = cos 3α)

Jos valitaan 3 90α = °, saa-

daan yhtälö 4 3 0

3

x x− = , jolle löy-

tyy piirrettävä ratkaisu

3

2

. Suora

Kuva 3: Kulman jakaminen kolmeen osaan.
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kulma voidaan siis jakaa kolmeen

osaan. Sen sijaan valinta 3 60α = °
antaa yhtälön 8 6 1 0

3

x x− − = , jolla

ei ole rationaalisia juuria. 60° kul-

maa ei siis voida jakaa kolmeen

yhtä suureen osaan. Tämä vasta-

esimerkki riittää osoittamaan, että

yleistä tapaa jakaa kulma kolmeen

yhtä suureen osaan ei ole.

Suorakulmion neliöinti tar-

koittaa sitä toimenpidettä, kun

muodostetaan neliö, jonka pinta-

ala on sama kuin annetun suora-

kulmion. Tämä voidaan suorittaa

melko helposti, koska tällaisen neli-

ön pinta-alahan on sivujen tulojen

neliöjuuri. Ympyrän neliöinnissä

on vastaavasti muodostettava ne-

liö, jonka pinta-ala on sama kuin

annetun ympyrän. Jos annetun

ympyrän sädettä käytetään yksik-

köjanana, on ympyrän pinta-ala

π, jolloin neliön sivun pituus on

π. Jos luku π on piirrettävä,

myös luku π on piirrettävä. Tällöin

kunta, joka sisältää luvun π on n as-

teen kuntalaajennus. Tällöin kui-

tenkin olisi olemassa rationaaliker-

toiminen n asteen polynomi, jon-

ka nollakohta π olisi. Tämä on risti-

riita, sillä π on transsendenttinen

luku, mikä tarkoittaa sitä, että ei

ole olemassa mitään rationaalilu-

kukertoimista polynomia, jonka

nollakohta π olisi. Tämä voidaan il-

maista, myös siten, että transsen-

denttisen luvun sisältävän kunnan

laajennuksen aste on ∞, joka ei ole

kakkosen potenssi.

Piirrettävät

monikulmiot

Samalla tavalla kuin kul-

man jaossa kolmeen osaan, sään-

nöllisten monikulmioiden piirtämi-

nen on mahdollista tietyissä eri-

koistapauksissa, mutta yleisessä ta-

pauksessa se ei onnistu. Tässä ta-

pauksessa käsittelyyn tarvitaan li-

säksi Galois'n-teoriaa

2)

, joka tunne-

taan parhaiten siitä, että sillä voi-

daan osoittaa se, että yli neljännen

asteen yhtälöille ei ole yleistä rat-

kaisukaavaa juurten avulla. Moni-

kulmion konstruoimiseen vaadi-

taan hieman samaan tapaan kuin

kulman jaossa kolmeen osaan lu-

vun cos

2π
n

konstruointia, ja

Galois'n-teorian avulla voidaan

osoittaa, että pienimmän kunnan,

joka sisältää cos

2π
n

laajennuksen

aste on

φ ( )n

2

, jossa φ(n) on Eulerin

φ-funktio. φ(n) merkitsee niiden lu-

kujen määrää, jotka ovat pienem-

piä kuin n, ja niillä ei ole yhteisiä te-

kijöitä n kanssa. Otetaan esimer-

kiksi φ(15). Luvuilla 1, 2, 4, 7, 8,

11, 13 ja 14 ei ole yhteisiä tekijöitä

15 kanssa, siispä φ(15) = 8. Kuten

aikaisemminkin, laajennuksen as-

teen on oltava kakkosen potenssi.

Tässä tapauksessa siis säännölli-

nen n-kulmio (n ≥ 3) on piirrettä-

vä, mikäli

φ ( )n

2

on kakkosen potens-

si. Tämän voi ilmaista myös toisel-

la tavalla siten, että n-kulmio on

piirrettävä, jos sen kakkosesta poik-

keavat tekijät ovat Fermat’n alkulu-

kuja (kuitenkin eri alkulukuja). Fer-

mat’n alkuluvuksi kutsutaan alku-

lukua muotoa 2 1

2

n

+ . Näin ensim-

mäiset ei-piirrettävät monikulmiot

ovat 7-, 9-, 11-, 13- ja 14-kulmiot.

Kun n kasvaa, piirrettävien n-kul-

mioiden osuus pienenee. Piirrettä-

viä monikulmioita on kuitenkin hy-

vin isoilla n arvoilla, kuten esimer-

kiksi 65537-kulmio (65537 on Fer-

mat’n alkuluku). Tällainen puh-

taan algebrallinen lähestymistapa

ei kuitenkaan kerro itse konstruoin-

nin tapahtumisesta mitään. Tällai-

sessa tapauksessa tieto, että

65537-kulmio voidaan konstruoi-

da on varmasti hyödyllisempi kuin

tarkka selitys siitä miten se tapah-

tuisi.
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2) Evariste Galois (1811 – 1832)


