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Julian joukot

fraktaaleja kompleksitasolla

Luonnossa esiintyy joka
puolella darimmaisen monimutkai-
sia ja kauniita muotoja, jotka jatku-
vasti toistavat itsedan eri mittakaa-
voissa. Niita l6ytyy niin vuorista ja
meren aalloista, kuin elavasta luon-
nostakin, kuten puiden oksistoista
ja sammalkasvustoista. Viela ih-
meellisempéa on, ettd yksi puh-
taasti matemaattinen lauseke saat-
taa sisaltaa aivan yhta monimut-
kaisia ja kauniita rakenteita.
Rationaalifunktioiden muodosta-
mien dynaamisten systeemien tar-
kastelulla kompleksitasolla ei vai-
kuta olevan mitédan tekemista tai-
teen kanssa, mutta sen jalkeen,
kun ranskalainen matemaatikko
Benoit B. Mandelbrot teki tallaiset
systeemit tunnetuiksi, on niiden ku-
via esiintynyt enemmaén taiteilijoi-
den kuin matemaatikoiden toissa.
Naiden kuvien tuottamiseen kay-
tettdva saantd on niin yksinkertai-
nen, etta kuka tahansa pystyy tieto-
koneellaan tuottamaan niita. Ne
ovat kuitenkin niin monimutkai-
sia, ettd maailmassa tuskin on ke-
taan, joka pystyisi todella ymmar-
tamaan niita. Siksi on kiehtovaa
tarkastella ladhemmin néaiden kuvi-
en taustalla olevaa matematiik-
kaa.

Dynaaminen
systeemi
Dynaamisella  systeemilla

tarkoitetaan muuttuvaa matemaat-
tista tai fysikaalista systeemia, jos-

sa jokainen tila riippuu sita edelta-
vasta tilasta. Jos systeemilla on eril-
lisia perékkaisia tiloja, sité kutsu-
taan diskreetiksi. Talldin systee-
mia voidaan usein kuvata kaaval-
la, joka kertoo, miten edellisesta ti-
lasta saadaan seuraava. Systeemi
voi olla myos jatkuva, jolloin sita
kuvataan yleensé differentiaaliyh-
talolla. Tarkastellaan esimerkiksi
lukujonoa, jolle patee z,,, = f(z,)

=z2. Kun merkitaan lukujonon en-
simmaista jasentd zylla, saadaan
jono z,z, =252, =24,25 =235,...
Lukujonon kayttaytyminen riip-
puu valitusta alkuarvosta z,. Jos
|zo|<1, jono lahestyy nollaa kun n
lahestyy aaretonta. Tata merki-
téén limz, =0. Jos taas |zo|>1,

n- oo

niin limz, =co, ja jos [z,|=1, niin
n- oo

z,|=1kaikille n:n arvoille. Reaalilu-
vuille tallainen kayttaytyminen on
helppoa ymmartad, mutta sama
patee myo6s kompleksiluvuille.
Alkupisteet, joiden pohjalta tuote-
tut lukujonot eivét lahene nollaa ei-
vatka aaretdontd muodostavat siis
kompleksitasolle  origokeskeisen
yksikkoympyran. Tata pistejouk-
koa kutsutaan funktion f Julian jou-
koksi. Merkitsemme sita J(f) Nimi
on annettu ranskalaisen matemaa-
tikon Gaston Julian (1893-1978)
mukaan, joka maaritteli joukon
1918 [6]. Julian joukko voidaan
muodostaa mille tahansa funktiol-
le, jonka maéarittelyjoukko on
sama kuin sen arvojoukko. Tunne-
tuin esimerkki ovat Julian joukot

funktioille muotoa p.(z)=2z” +c,
jonka erikoistapausta ¢=0 asken
tarkastelimme. Julian ty6toverina
oli Pierre Fatou, jonka mukaan nii-
den pisteiden joukkoa, jotka eivat
kuulu Julian joukkoon, kutsutaan

Fatoun joukoksi.
Tassa artikkelissa kasitel-

14an lahinna muotoa p . (2) =z%+c
olevien funktioiden dJulian joukko-

Kuva 1: Julian joukot funktioille py(z)=2* (ylld)
ja posi(2)=22+0,5i (alla). Kummankin funktion
attraktiivinen kiinted piste on merkitty. Sen
attraktion altaaseen kuuluu Julian joukon
sisddn jadvd alue.
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ja. Jatkossa kaytamme tata merkin-
taa (p,) naille funktioille. Edellises-
sa esimerkissa tarkasteltiin siis
funktiota p,,.

Muutetaan nyt dskeista esi-
merkkia siten, etta lisataan z:aan
joka valissa jokin pieni vakio esim.
¢=0,5i. Nyt pienet z:n arvot eivat
enaa lahenekaan nollaa, vaan pis-
tetta, jonka likiarvo on
-0,136+0,393i. (Tama piste on yh-
talon z=z°+0,5i reaaliakselin yla-
puolella oleva ratkaisu) dJulian
joukkokaan ei ole enaa ympyra,
vaan monimutkainen, itseaan tois-
tava fraktaalinen kayra. (ks. kuva
1)

Askeisissa esimerkeissa kay-
tetyn Kkaltaista laskutoimituksen
toistoa kutsutaan iteroinniksi.
Funktion f n:nnelle iteraatiolle on
kaytossa merkintatapa

£ (<) = fAf( f(x).)),

missa f esiintyy n kertaa. Merkin-
nalla ei siis ole mitdan tekemista
potenssiin  korottamisen kanssa.
fin  kaanteisfunktiota merkitaan
kayttaen funktiolaskimista tuttua
merkintaa f*. Nain voidaan laajen-
taa iteraation kasite kaikille koko-
naisluvuille, kun maaritellaén, etta
=" ja etta f(x)=x kaikille
funktioille f. Iteraatioluvuilla voi-
daan nyt laskea kuten potensseil-
la: fhof ™ =f"" ja (f")" = £ riip-
pumatta siité, ovatko m ja n nega-
tiivisia vai positiivisia.
Kompleksifunktioiden ite-
roinnin  yhteydessa  puhutaan
usein Kkiertoradoista. Kompleksi-
tason pisteen z positiivisella kierto-
radalla tarkoitetaan niiden pistei-
den joukkoa, jotka tulevat vastaan
jotakin funktiota iteroitaessa. Mer-
kitsemme positiivista kiertorataa:

O™ (2)={f(2).f* (2),f*(2),..}.

Negatiiviseksi kiertoradaksi kutsu-
taan vastaavasti joukkoa:

O (2)={f"(2),f *(2),f *(2),..}.

Negatiivisten ~ kiertoratojen  yh-
teydessa on kuitenkin muistettava,
etta jos funktion aste on suurempi
kuin yksi, on sen kaanteisfunktiol-

Kompleksiluvut lyhyesti

Perinteisessé matematiikassa yhtélélla x2=-1 ei ole ratkaisua. Voimme kuiten-
kin kuvitella sille ratkaisun, vaikka sité ei todellisuudessa olisikaan olemassa. Tata ratkai-
sua kutsutaan imaginaariyksikoksi, ja sita merkitaan i:ll&. Yhtalon toinen ratkaisu on —i.
Imaginaariyksikkoa voidaan kasitella kuten mita tahansa lukua. Nain voidaan laskea
esim. etté +/~8 =v/8 /-1 =2+/2i. Lukuja, joissa i on tekijana kutsutaan imagin&ériluvuik-
si. Imaginaarilukuja ja reaalilukuja voidaan myos laskea yhteen, mutta tallaiset luvut tay-
tyy kuitenkin aina esittaa kahdessa osassa. Lukuja, joissa on seka reaali- etta imaginaa-
riosa kutsutaan kompleksiluvuiksi. Kompleksilukuja ovat esimerkiksi 2-7,4i ja 5,3+i
seké 17 +1+212i.

Kompleksiluvuillakin voidaan laskea, kuten kaikilla luvuilla. Seuraavat peruslas-
kusaannoét on helppo johtaa:

(a+ib) +(c+id) =(a+c)+i(b+d)
(a+ib) = (c+id) =(a—c) +i(b—d)
(a +ib)[k + id) = ac + iad + ibc + bdi?=ac — bd + i(ad + bc)
a+ib _ac+bd . bc—ad
ctid E+d® P +d?
Kerto- ja jakolaskussa kaytetaan hyvaksi tietoa, etta 2= —1.

Nykyaan on yleisesti kaytossa Im
tapa esittdéa kompleksiluvut pisteind ns. A
kompleksitasolla, jossa vaakasuuntaan 3i 2,543i
kulkee reaali- ja pystysuuntaan imaginaa-
riakseli. Oikeanpuoleisessa kuvassa na- 2i

kyy luku 2,5 + 3i kompleksitasolle piirret-
tyna. Kompleksitasolle kaytetaan tunnus-
ta C.

i
N

Edella kompleksiluvut on esitetty
kahtena komponenttina. Kompleksiluku ——3~ 2 7
on aina yksikasitteisesti maaritelty, kun
sen reaali- ja imaginaariosat on maaritel- i
ty. Taman lisaksi kaytdssa on toinenkin

tapa maaritella kompleksiluku: itseisar- i
vonsa ja argumenttinsa avulla. Kompleksi-
luvun itseisarvolla tarkoitetaan samaa, 3

kuin reaaliluvuillakin, eli etaisyytta origos-
ta. Kun kompleksiluku on esitetty kom-
ponenttimuodossa, sen itseisarvon laskemiseksi tarvitaan Pythagoraan lausetta:
\a +ib{ =va® +b?. Kuvaan merkityn kompleksiluvun itseisarvo on siis 2,5+3i\ =@. Argu-

mentilla tarkoitetaan vastapaivaan kiertyvaa kulmaa, jonka origosta lukuun piirretty jana
muodostaa positiivisen reaaliakselin kanssa. Kuvassa argumentti on merkitty 6:lla. Argu-
mentin laskemiseksi komponenttimuodosta tarvitaan trigonometriaa:
arg(a+ib)=arctan(b/a). Argumentti ilmoitetaan yleensé radiaaneina. My®és itseisarvo ja
argumentti méaarittelevat kompleksiluvun yksikéasitteisesti. Kompleksiluku z, jonka it-
seisarvo on r ja argumentti 6 on:

2z =r cosB+ir sin O=re®

Jalkimmainen merkintatapa saattaa nayttaa erikoiselta, mutta se pitaa paikkaan-
sa. Voidaan tosiaan osoittaa, etta yhtalén z =e® ratkaisu on kompleksiluku, jonka itseisar-
vo on yksi ja argumentti 8. Tamé on kaikkein tavallisin tapa ilmaista kompleksiluku po-
laarisessa muodossa. Téasta erikoistapauksena on Leonhard Eulerin (1707-1783) esitta-
ma “matematiikan kaunein kaava”: e™=-1, jossa yhdistyvat hienosti kolme matematii-
kassa ehké kaikkein tarkeinta lukua.

Reaalilukujen yhteydessa puhutaan positiivisesta ja negatiivisesta aarettbmasta.
Kompleksitasolla on kuitenkin vain yksi aareton. Tata havainnollistaa tapa esittéda komp-
leksitaso ns. Riemannin pallona. Alla olevassa kuvassa on esitetty projektio tason ja pal-
lon vélilla. Pallon "pohjoisnavalla” sijaitsee aareton, ja ”etelanavalla” luku 0. Muut pis-
teet projisoidaan pallolle piirtamalla suora &arettémaén, ja tasolla olevan pisteen kautta.
Suora leikkaa pallon projektiopisteessa. Talloin argumentti vastaa itse asiassa pituuspii-
ria. "Péivéantasaajalle” kuvautuu origokeskeinen yksikk6ympyréa. Kompleksitasoa, jossa
aaretén on mukana kutsutaan laajennetuksi kompleksitasoksi, ja merkitaan C.

0
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la useita arvoja. Talléin negatiivi-
nen kiertorata koostuu kaikista
mahdollisista kaanteisfunktioiden
arvoista. Ts. pisteen z negatiivi-
seen Kkirtorataan kuuluvat kaikki
ne pisteet, joiden positiiviseen kier-
torataan z kuuluu.

Jaksolliset pisteet

Kuten edella olevassa esi-
merkissa havaittiin, pisteen O posi-
tiivinen Kkiertorata funktiota p, ite-
roitaessa pysyy nollassa, silla
Po(0)=0. Yleisesti jos f(z,)=z, jolle-
kin funktiolle f(z), sanotaan z,aa
fin Kkiintedksi pisteeksi. Joillakin
funktioilla on myds ns. jaksollisia
pisteita, eli pisteita joille

zo5f"(2) (1)

jollekin positiiviselle koko-
naisluvulle n. Talléin voidaan
myOs sanoa pisteen positiivisen
kiertoradan olevan jaksollinen.
Pieninta n:n arvoa, joilla (1) toteu-
tuu kutsutaan kiertoradan jaksok-
si. Kaavasta (1) seuraa myds, etta

f(20) =f*"(2,) 2)

Kaikille positiivisille kokonaisluvuil-
le k.

Esimerkiksi kun c toteuttaa
yhtalén (c? +¢)? +¢ =0, eli kun
¢c=-0,122561+0,744861i, niin

piste 0 kuuluu jaksolliseen sykliin,
jonka jakso on 3:

Kuva 3: Julian joukko funktiolle

p.(z)=22-0,122561+0,744861i. Jaksollinen kiertotara
on merkitty mustilla pisteilld. Julian joukon sisdpuolelle

jddvd alue muodostaa sen attraktion altaan.

flz)

z, 2,

flz)

Zy f (ZE)) z,

Kuva 2: Funktion derivaatan vaikutus kiintedn pisteen (z,) luonteeseen. Ja sen lihelld
sijaitsevan pisteen (z;) positiiviseen kiertorataan.

a: Jos|f'(

zo)‘ >1, niin f(z{) sijaitsee kauempana zy:sta kuin z;,

b: Jos taas |f'(z,)|<1, niin f(zy) sijaitsee lihempdind zy:aa kuin z,

Huomaa, ettd kuvaajien molemmat akselit ovat reaaliakseleita. Vaaka-akseli kuvaa

funktion argumenttia ja pystyakseli sen arvoa.

pl(0)=-0,122561+0,744861i
p2(0)= -0,662359+0,562280i
pl(0)=0
p?(0)= -0,122561+0,744861i
p°(0)= -0,662359+0,562280i
jne

Tama sykli on merkitty ku-
vaan 3.

Pisteitd, jotka eivat ole jak-
sollisia, mutta joiden Kkiertoradat
paatyvét jaksolliseen silmukkaan
aarellisen iteraatiomaéran jalkeen
kutsutaan esijaksollisiksi. Tallai-
nen on edellisen esimerkin funk-
tiolle esimerkiksi piste 0,122561-
0,744861i. Se on c¢n arvon
vastaluku, joten sen nelié on sama
kuin c:n. Jo ensimmaisella iteraa-
tiolla paastaan siis edella esitet-
tyyn sykliin. Lisaa tallaisia pisteita
loydetdan funktion kaanteisfunk-
tiota kayttamalla.

Attraktiiviset ja
repulsiiviset pisteet

Jos iteroitava funktio on jat-
kuva ja derivoituva, on luonnollis-
ta, etté sen kiinteiden pisteiden la-
hettyvilla sijaitsevat pisteet kayttay-
tyvat lahes kiinteén pisteen tavoin.
Se, miten kiertorata poikkeaa kiin-
tean pisteen kieroradasta, riippuu
kyseisen kiintean pisteen luontees-

1) Funktion derivaatta pisteessa z, tarkoit-
taa sen kulmakerrointa tuossa pisteessa.
Sité merkitédan f' (z,).

ta. Joissakin tapauksissa lahelta va-
litun pisteen kiertorata lahenee pik-
kuhiljaa kiinteaa pistetta, eli mita
pidemmaéile iteroidaan, sité lahem-
maksi kiertoradan pisteet tulevat
kiinteaa pistetta. Toisissa tapauk-
sissa kiertorata taas etaantyy kiin-
teasta pisteesta. Kiinteita pisteita,
joiden ymparilla kiertoradat kayt-
taytyvat ensin mainitulla tavalla
kutsutaan attraktiivisiksi, ja jalkim-
maisella tavalla kayttaytyvia repul-
siivisiksi. Jos kiertorata ei etdanny,
eika lahesty kiinteaa pistetta, vaan
pysyy suhteellisesti ottaen samalla
etaisyydelld, sanotaan pisteen ole-
van neutraali. Pisteen luonteen
tarkka maarittaminen edellyttda
iteroitavan funktion derivaatan las-
kemista kyseisessa pisteessa.

Kompleksifunktio voidaan
derivoida samoin menetelmin
kuin reaalifunktiokin. Sen derivaat-
ta on myds kompleksifunktio, jon-
ka reaali- ja imaginaariosa vastaa-
vat alkuperaisen funktion reaali- ja
imaginaariosien muutosnopeuk-
sia kussakin pisteessa.

Kiinteét pisteet (z,) luokitel-
laan yleensa funktion derivaatan”
(A=f(2,)) perusteella seuraavasti:

AFO  superattraktiivinen
O<A<1  attraktiivinen
A=l neutraali

A>1

repulsiivinen

16




Seepia 4

Perjantai 1.6.2001

Kuva 2 havainnollistaa derivaatan
merkitystd. Myos useamman pis-
teen syklille voidaan maéaritella
vastaava ominaisuus. Talloin tar-
kastellaan vastaavasti derivaattaa
)\:(fk)’(zo), missa k on syklin jak-
so. Esimerkiksi attraktiivisen syklin
ympérilla olevien pisteiden kierto-
radat lahenevat syklia siten, etta
joka k:s piste lahenee jotakin tiet-
tya syklin pistetta ts. ne kiertora-
dan pisteet z,, joille n mod k on
sama, lahenevat samaa syklin pis-
tetta.

Attraktiivisille sykleille ja
kiinteille pisteille voidaan méaaritel-
l& ns. attraktion allas. Silla tarkoite-
taan kaikkien niiden pisteiden
joukkoa, joiden kiertoradat lahene-
vat ko. kiinteada pistetta tai syklia,
kun iteraatioluku lahestyy aareton-
ta. Merkitsemme pisteen z, attrakti-
on allasta A(z,). Esimerkiksi kuvas-
sa 1 kiintean pisteen attraktion al-
las on Julian joukon sisaan jaava
alue.

Alussa tarkastellussa esimer-
kissa Julian joukko oli siis daretto-
maén attraktion altaan reuna:

J(=0Aw), 2)

missa 0 tarkoittaa reunaviivaa.
Tata maaritelmaa voidaan kuiten-
kin kéayttaa vain funktioille, joille oo
on kiinte& piste. Se voidaan yleis-
téda seuraavasti:

J(f)=0A/zy), (3)

missa z, on jokin attraktiivinen kiin-
tea piste.

Kaavan (3) maarittelema
joukko on todellakin riippumaton
kiinte&n pisteen z, valinnasta. Voi-
daan todellakin osoittaa, ettéd mika-
li funktiolla on useita kiinteita pis-
teita, niiden kaikkien attraktion al-
tailla on yhteinen reuna. Tallainen
Julian joukko on esitetty kuvassa
4,

Koska attraktion altaaseen
ei luonnollisesti voi kuulua attrak-
torin liséksi muita kiinteita tai jak-

2) Tama ei ole Julian joukon alkuperai-
nen maaritelmé, vaikka se lieneekin ylei-
simmin kaytetty. Alkuperainen maaritel-
ma 16ytyy esim. lahteista [1] tai [14]. Se
voidaan osoittaa tassa esitetyn kanssa yh-
tapitavaksi.

Re

Kuva 4: Julian joukko funktiolle f(z)=z—(z3-1)/32%. Kuvaan on merkitty kolme

3

attraktijvista kiintedd pistettd 1 ja —0,5+3

i, sekd niiden attraktion altaat ei harmaan

sdvyilld. Kaikilla attraktion altailla on yhteinen reunaviiva, joka on funktion f Julian joukko.

sollisia pisteita, seuraa tasta luon-
nollisesti, ettd kaikki repulsiiviset
kiinteat pisteet kuuluvat Julian
joukkoon. dJulian joukko voidaan
my0Os maaritella repulsiivisten pis-
teiden avulla:

Funktion f Julian joukko on f:n
kaikkien repulsiivisten periodis-
ten pisteiden muodostaman jou-
kon sulkeuma.?

Joukon S sulkeumalla tar-
koitetaan pieninté suljettua jouk-
koa, joka sisaltaa joukon S. Sita
merkitaan S. Sulkeuma voidaan
maaritella myos siten, ettd se on
joukon ja sen reunalla sijaitsevien
pisteiden yhdiste. Siihen kuuluvat
siis kaikki pisteet, jotka joko kuulu-
vat alkuperaiseen joukkoon S, tai
joille on mielivaltaisen lahelta 16y-
dettavissa piste, joka kuuluu jouk-
koon S. Esimerkiksi reaalilukujen
joukko on rationaalilukujen jou-
kon sulkeuma. Itse asiassa myos
laajennettu kompleksitaso C on
kompleksitason C sulkeuma.

Sulkeuman maaritelméasta
seuraa, ettd S on tihea S:ssa ts.
minkéa tahansa kahden pisteen, jot-
ka kuuluvat joukkoon S valilla on
kolmas piste, joka kuuluu jouk-
koon S. Mika tahansa Julian jouk-
ko on siis "tdynna” repulsiivisia

jaksollisia pisteita.

Tama on kaikkein yleisim-
min kaytetty Julian joukon maéari-
telma. Sen avulla voidaan maéari-
tella Julian joukko sellaisillekin
funktioille, joilla ei ole attraktiivisia
kiinteita pisteita. Mikali kiinte& pis-
te kuitenkin 16ytyy, on tdméa maéari-
telma yhtapitava kaavan (3) kans-
sa.

Repulsiiviset pisteet siis kuu-
luvat Julian joukkoon ja attraktiivi-
set eivat. Neutraaleille pisteille asia
ei ole niin yksinkertainen. Ne kuu-
luvat Julian joukkoon, jos niiden

Kuva 5: Tyypillinen epdyhtendinen
Julian joukko (c=-0,8-0,8i)

0,5
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derivaatan argumentti jaettuna
21tlla on rationaaliluku, mutta ei-
véat kuulu, jos se on irrationaalilu-
ku. ks. tarkemmin [11].

Edelld mainittujen liséksi
Julian joukoilla on seuraavia omi-
naisuuksia:

* Julian joukko sisaltaa ylinume-
roituvan maaran pisteita. Ts.
Julian joukon pisteita ei voi nu-
meroida luonnollisilla luvuilla.
Ne voidaan sen sijaan nume-
roida reaaliluvuilla. [11]

* Minka tahansa Julian jouk-
koon kuuluvan pisteen positii-
vinen ja negatiivinen kiertora-
ta kuuluvat myés Julian jouk-
koon.

* Minka tahansa dJulian jouk-
koon kuuluvan pisteen negatii-
vinen Kkiertorata on tihea Juli-
an joukossa.

¢ Julian joukko J(f) on invariant-
ti funktiossa f. Ts. Kun kaikille
Julian joukon pisteille suorite-
taan funktio f, saadaan uusi
joukko, joka on sama kuin al-
kuperainen dJulian joukko.

* Minka tahansa jossakin attrak-
tion altaassa sijaitsevan pis-
teen negatiivinen kiertorata la-
henee Julian joukkoa, kun ite-
raatiomaara lahenee &dareton-
ta.

Toisen asteen
polynomeja

Kaikkein tutkituimpia ovat
Julian joukot toisen asteen po-
lynomeille, eli funktioille, jotka
ovat muotoa:

f(z) =az® + bz +d. (4)

Tallaisia funktioita nayttaisi ole-
van varsin laaja valikoima, silla
kaavassa on kolme kompleksista
vakiota, joille voidaan antaa eri ar-
voja. Ongelma on kuitenkin yksin-
kertaisempi, kuin milta nayttaa.
Mika tahansa muotoa (4) olevan
funktion Julian joukko voidaan ni-
mittdin muuttaa jonkin muotoa

p.=z"+c olevaksi Julian joukoksi
pelkastdan muuttamalla sen ko-
koa, pyorittamalla ja siirtamalla sita
kompleksitasolla [1]. Tama muun-
nos voidaan esittaa funktiona

M(z) =uz +v.

Vaitamme nyt, ettéd mika ta-
hansa funktion f iteraatioaskel voi-
daan suorittaa siten, etta kuvataan
lahtopiste funktiolla M toiseen
paikkaan, sen jalkeen suoritetaan
vastaava iteraatioaskel funktiolla p
ja kuvataan saatu piste takaisin
funktiolla M. Toisin sanoen:

f(2)=M"(p(M(z2)))
=M (p(uz+v))
=M ((uz+v)?+c)

=M Y u?z%+2uvz+v?+c)
Ja koska M:n kaanteisfunktio on
M'=(z-v)/u, niin
f(z)_(u222 +2uuj+v2 +c)-v

2
-v+
=uz’+ 2uz + w,
u
miké on selvastikin samaa muotoa
kuin (4). Vakiot voidaan nyt valita
siten, ettéd a=u, b=v ja d=”2‘T"+° -

c=ad-b?*+b. Kun iteraatioita suori-
tetaan useita perakkain, voidaan
muunnosfunktiot jattaa wvalista

pois:
f(2)=M"(p(M(M}(p(M(2))))))
=M (p(p(M(2))))
=M (p*(M(z2)))

Tasta seuraa, ettd z kuuluu
funktion f Julian joukkoon jos ja
vain jos M(z) kuuluu vastaavan
funktion p, Julian joukkoon. Né&in
ollen voidaan ymmartaa kaikkia
toisen asteen Julian joukkoja pel-
kastaan funktiota p, tutkimalla.

Paraabeleilla on vastaava
ominaisuus: Muotoa y=az® + bz + d
olevan reaalifunktion kuvaaja on
paraabeli, jonka huippu voi sijaita
missa tahansa pisteessa. Siirtamal-
la ja kokoa muuttamalla se voi-
daan kuitenkin muuttaa paraabe-
liksi, jonka yhtélé on muotoa

v=ax’.

Toisen asteen Julian jou-
koilla on mm. seuraavia ominai-
suuksia:

* Kaikki toisen asteen Julian jou-
kot ovat symmetrisia pisteen
suhteen. Funktion p. Julian
joukot ovat symmetrisia ori-
gon suhteen.

* Toisen asteen Julian joukot
ovat joko yhtenaisia, tai ns.
Cantorin joukkoja, eli ne koos-
tuvat aarettomasta maarasta ir-
rallisia pisteita.

Funktiolla p, on enintdéan yksi
aarellinen attraktori, joka voi
olla joko sykli tai kiinte& piste.
Voidaan nimittain osoittaa,
etta, etta jokaiseen attraktion
altaaseen kuuluu vahintédan
yksi ns. kriittinen piste. Funkti-
on kriittisellé pisteella tarkoite-
taan pistettd, jossa funktion de-
rivaatta on nolla, tai sita ei ole.
Toisen asteen funktiolla on
kaksi kriittista pistetta: aare-
ton, seka derivaatan nollakoh-
ta (Yhtalolla D(az*+bz+d)
=2az+b=0 on vain yksi ratkai-
su.) [1]

Fraktaalisuus ja
kaaottisuus

Fraktaalilla tarkoitetaan
kohdetta, jonka monimutkaisuus
ei riipu tarkastelumittakaavasta.
Esimerkiksi alempi kuvan 1 esitta-
mista Julian joukoista on fraktaali,
silla mika tahansa sen osa nayttaa
suurennettuna yhtd monimutkai-
selta kuin alkuperdinen joukko.
Toisaalta esimerkiksi ympyra ei
ole fraktaali, silld mitd enemman
jotakin sen kohtaa suurennetaan,
sita enemman se muistuttaa suo-
raa viivaa. Fraktaaleista tarkem-
min ks. esim. [15], [7] tai [5].

Jo Julia ja Fatou [6] olivat
tietoisia monien Julian joukkojen
fraktaalisista ominaisuuksista, vaik-
ka heidan aikanaan ei ollut kaytet-
tavissa tarpeeksi tehokkaita tieto-
koneita, jotta joukoista olisi voitu
tuottaa kuvia.
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Kuva 6: Mandelbrotin joukko. Komponenttien sisdlle merkityt luvut kertovat montako
pistettd on funktion p.(z)=z2+c attraktiivisessa syklissd, kun c sijaitsee jossakin kyseisen

komponentin sisdlld.

Esimerkiksi jo kaavasta (3)
seuraa, etta jos funktiolla on véhin-
taan kolme attraktiivista kiinteda
pistettd, sen Julian joukko on vais-
tamatta fraktaalinen. Kaikkien Juli-
an joukon pisteiden taytyy nimit-
tain sijaita kaikkien kolmen attrakti-
on altaan kohtaamispisteissa. Tas-
ta seuraa, ettd jos jollakin alueella
nayttaisi olevan kahdella attrakti-
on altaalla yhteinen reunaviiva,
on tassa valissa vaistamatta sijaitta-
va pala kolmannen attraktorin al-
lasta. Jos nain ei olisi, tuossa koh-
taa olisi pala Julian joukkoa, joka
ei olisi kolmannen altaan reunalla.
Ks. kuva 4.

Kaikille Julian joukoille pa-
tee myo0s, etta jos otetaan mika ta-
hansa jonkin ympyran rajaama
osajoukko Julian joukosta J(f), ja
suoritetaan sille funktiota f tarpeek-
si monta kertaa, se peittaa lopulta
koko dJulian joukon. Merkitaan

tata Julian joukon osajoukkoa
W:lla. Talléin on olemassa jokin
sellainen luonnollinen luku n, etta

FW)=J().

f" on kaikkialla jatkuva ja derivoitu-
va, mista seuraa, ettd koko Julian
joukon rakenne esiintyy myds yh-
dessa sen palasessa. Tama ei kui-
tenkaan valttamatta tarkoita, etta
joukko olisi fraktaalinen. Esimer-
kiksi funktion p, Julian joukoista ta-
paukset c=0 (origokeskeinen yksik-
kéympyra) ja c=—2 (jana —2:sta
0:aan) eivat ole fraktaaleja. [14]
Joukon fraktaalisuutta mita-
taan yleenséa ns. Hausdorff-dimen-
siolla [15]. Se on luku, joka on sita
suurempi, mita fraktaalisempi
joukko on. Mikali joukko ei ole
lainkaan fraktaalinen sen dimen-
sio on yhtéa suuri kuin sen topologi-
nen dimensio (esim. kayralle 1 pin-

nalle 2 jne.). Julian joukoille Haus-
dorff-dimension tarkka méaarittami-
nen on vaikeaa, mutta sitd voi-
daan arvioida kokeellisesti piirta-
malla kuva joukosta, ja mittaamal-
la sita eri tarkkuuksilla [14] [15].
Funktion p, Julian joukoille, kun ¢
on tarpeeksi pieni, voidaan laskea
likiarvoja kaavalla [13]:
d, =1+ ‘C‘z
17 4log2’

Arvot ovat sita tarkempia, mita pie-
nempi c on.

Mandelbrotin
joukko

Jo pitkdén on tiedetty, etta
funktion p,_ Julian joukot ovat joilla-
kin c:n arvoilla yhtenaisia ja toisilla
epayhtenaisia. Epayhtenaiset jou-
kot ovat ns. Cantorin joukkoja, eli
ne koostuvat aérettomasta maaras-
ta erillisia pisteita. Epayhtenaiset
joukot syntyvat yleensa suurem-
milla c:n arvoilla kuin yhtenaiset.
Esimerkiksi jos ‘c‘ >2, ond(p,) aina
yhtenainen. dJulian ja Fatoun ai-
kaan ei kuitenkaan pystytty tarkas-
ti sanomaan, millaiselta alueelta ¢
piti valita, jotta saataisiin aikaisek-
si yhtendinen Julian joukko. Julia
ja Fatou saivat kuitenkin selville,
etté Julian joukon yhtenaisyys voi-
daan paatella funktion kriittisten
pisteiden avulla. Funktiolla p, on
kaksi kriittista pistetta: nolla ja aare-
ton. Jos piste 0 kuuluu darettéman
attraktion altaaseen, niin funktiol-
la ei voi aarettoman lisaksi olla
muita attraktoreita, silla jokaisen
attraktorin altaassahan on oltava
vahintaan yksi kriittinen piste. Tal-
16in Julian joukolla ei voi olla "sisa-
puolta”. Mm. taté tietoa hyddyntéa-
en Julia ja Fatou osoittivat, etta
J(p.) on yhtendinen jos ja vain jos
nolla kuuluu aarettéméan attrakti-
on altaaseen.

Niiden kompleksitason pis-
teiden joukkoa, joille J(p,) on yhte-
néinen, kutsutaan nykyaan Man-
delbrotin joukoksi Benoit B. Man-
delbrotin mukaan, joka ensim-
maisena tuotti tietokoneella kuvan
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Kuva 7: Julian joukot funktiolle p (z)=z?+c, kun c=i, c=—0,39054-0,58679i ja c=—0,6830+0,3328i. Kuva-ala on kaikissa [-1,5-1,5i;
1,5+1,5i]. Julian joukko c=i on tyypillinen dendriitti.

tasta joukosta 1970-luvun lopussa
[7]1 [9]. Merkitsemme Mandelbro-
tin joukkoa M:lla. (ks. kuva 6) Man-
delbrotin joukkoa on sanottu mate-
matiikan kauneimmaksi ja moni-
mutkaisimmaksi kuvioksi. Sen reu-
naviiva on fraktaalinen, ja sen
Haussdorf-Besicovitch  dimensio
on 2, eli se on monimutkaisin mah-
dollinen kayra, joka voi esiintya
kaksiulotteisessa avaruudessa.

Mandelbrotin joukkoa on
sanottu yhden sivun kartaksi kai-
kista Julian joukoista, silla sen reu-
naviivan muoto jonkin pisteen c la-
heisyydessa muistuttaa vastaavan
Julian joukon (J(p.)) muotoja.
Tama on luonnollista, silla koska
jokainen Mandelbrotin joukon pis-
te ¢ vastaa Julian joukon J(p,) pis-
tetta 0, se vastaa myos sen pistetta
c (pC(O):02+c:c). Talloin liikkumi-
nen jossakin Mandelbrotin joukon
paikassa vastaa liikkumista vastaa-
van Julian joukon samassa paikas-
sa. Julian joukko kuitenkin muut-
tuu jatkuvasti c:n arvon muuttues-
sa.

Mandelbrotin joukko ker-
too muutakin Julian joukoista. Esi-
merkiksi kaikki ne c:n arvot, joilla
p.:ll& on jokin attraktiivinen kiinte&
piste sijaitsevat Mandelbrotin jou-
kon kardioidin muotoisessa osas-
sa. Vastaavasti jokaista Mandelbro-
tin joukon "ympyraa” vastaa jokin
kokonaisluku, joka kertoo, monta-
ko pistetta on funktion p_ aérellises-
sa attraktiivisessa syklissé, kun c
valitaan kyseisen ympyran sisalta.
Kuvaan 6 on merkitty numeroilla
kutakin ympyraa vastaava jakso.

Esimerkiksi kuvan 1 ylemman Juli-
an joukon tuottamiseen kaytetty ¢
on paakardioidin ylapuolella suu-
ren ympyran keskipiste. Ympyroi-
den keskipisteet ovat aina attraktii-
visia jaksollisia pisteita.

Jos p, on jokin jaksollinen
sykli s, muodostaa taman syklin att-
raktion allas Julian joukolle ”sisa-
puolen”, eli J(p,)=0A(s)=A(»), ja
Julian joukko on yhtenainen. Man-
delbrotin joukossa on kuitenkin
myos pisteitd, joiden p_lla ei ole
yhtaan aarellista jaksollista syklia.
Tallaisia ovat mm. ns. Misiurewic-
zin pisteet. Ne ovat sellaisia Man-
delbrotin joukon pisteité c, joille 0
on funktion p, esijaksollinen, mut-
ta ei jaksollinen piste. Tallaisten
pisteiden dJulian joukkoja kutsu-
taan dendriiteiksi. Niilla ei ole "si-
sapuolta”, mutta ne ovat kuitenkin
yhtenaisia. Tallainen on esimerkik-
sid(p_;) (ks. kuva 7).

Kuvien tuottaminen Julian
ja Mandelbrotin joukoista on var-
sin yksinkertaista. Funktiolle p, voi-
daan osoittaa, etta jos kiertoradan
jokin piste on itseisarvoltaan suu-
rempi kuin 2 ja suurempi kuin c:n
itseisarvo, niin kiertorata lahestyy
aaretdntd. Jos itseisarvo ei ylita
tuota rajaa esimerkiksi 128 ensim-
maisen iteraatiokerran aikana, voi-
daan melko varmasti todeta, etta
piste ¢ kuuluu Mandelbrotin jouk-
koon, tai etta se on Julian joukon
"sisapuolella”. Usein kaytetyn
efektin saa aikaan vérittamalla jo-
kainen piste sen mukaan, kuinka
monennella iteraatiolla itseisarvo
ylitti valitun rajan. Kuvien tuottami-

seksi on myos saatavilla lukuisia
valmiita tietokoneohjelmia, joista
muutamia on lueteltu Seepian
Internetsivulla.
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